MPSI1 - Lycée Carnot Mathématiques M. Mathieu

Semaine du 16 Décembre - Planche n° 1

Exercice n°1 :
(Questions de cours) :

1. Donnez un énoncé et une preuve décrivant l'intégrité de K[X]

2. Donner un énoncé et une preuve de la division euclidienne (existence et unicité).

Exercice n°2 :
(Polynoémes) : Soit P un polynéme de K[X]. Déterminer, en fonction de deg(P), le degré du poly-
nome : P(X + 1) — P(X).

Exercice n° 3 :
(Polynoémes) : Soit P = ag+a; X +- - -+a, X™ un polynome réel de degré n. On dit que ce polyndme
est réciproque lorsque pour tout ¢ € {0,...,n}, on a a; = a,_;.

1. Montrer que le polynéme P est réciproque si, et seulement si, X" P(+) = P(X)

2. On suppose que P est un polynome réciproque. Montrer que si x est une racine de P alors
x#0et i est aussi racine de P de méme multiplicité.

3. Vérifier que si P est un polyndme réciproque de degré pair n = 2p alors il existe @ € R[X] tel
que P(X) = XPQ(X + %)

4. Veérifier que si P est un polyndme réciproque de degré impair n = 2p+1 alors il existe () € R[X]
tel que P(X) = (X +1)XPQ(X + +).

Pour retrouver les différentes planches de colles: https://alixml.github.io


https://alixm1.github.io

MPSI1 - Lycée Carnot Mathématiques M. Mathieu

Semaine du 16 Décembre - Planche n° 2

Exercice n°1 :
(Questions de cours) :

1. Donner un énoncé et une preuve sur le degré du produit de deux polynodmes.

2. Donner une caractérisation de l'ordre d’une racine a l’aide des dérivées. (et le prouver)

Exercice n°2 :
(Polynomes) : Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P € C[X] tel que : Vz € C, P(2)

Z.

Exercice n° 3 :
(Polynomes) : On souhaite déterminer les angles appartenant a 2rQ dont le cosinus est rationnel.

1. Soit (n,0) € N* x R. Factoriser cos((n + 1)) 4 cos((n — 1)6).

2. Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe un unique polynome T,, tel que VO €
R, T, (2 cos ) = 2 cos(nh)

3. Soit P un polynoéme unitaire a coefficients entiers. Montrer que les racines rationnelles de P
sont en fait entiéres.

4. Soit 0 € 2w Q tel que cos(f) € Q. Déterminer les valeurs possibles de cos(f) ainsi que celles de
6.

5. Méme question en remplacant cos par sin.

6. Méme question en remplacant cos par tan.

Pour retrouver les différentes planches de colles: https://alixml.github.io


https://alixm1.github.io

MPSI1 - Lycée Carnot Mathématiques M. Mathieu

Semaine du 16 Décembre - Planche n° 3

Exercice n°1 :
(Questions de cours) :

1. Montrer qu’'une racine complexe d’un polynoéme réel et son conjugué ont méme ordre de mul-
tiplicité.

2. Enoncer et prouver le théoréme de factorisation dans R[X].

Exercice n°2 :
Polynomes) : Montrer que la fonction sin n’est pas polyndmiale.
y q pas poly

Exercice n° 3 :
(Polynomes) : Soit P un polynéme de C[X| non nul tel que P(X?) = P(X + 1)P(X).

. . n .
1. Montrer que si a € C est une racine de P, alors pour tout n € N, a?" est une racine P.
. Soit a € C une racine non nulle de P (sl en existe). Montrer que a est une racine de 'uniteé.
. Les racines de P sont-elles toutes nécessairement des racines de 1'unité ?

2
3
4. En raisonnant par ’absurde, montrer que la seule racine non nulle possible pour P est 1.
5. Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que P(X?) = P(X + 1)P(X).

Pour retrouver les différentes planches de colles: https://alixml.github.io


https://alixm1.github.io
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