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Introduction et préliminaires

0.1 Introduction

La notion de foncteur dérivé est congue pour donner un cadre général aux situa-
tions ol1 une suite exacte courte donne naissance a une suite exacte longue. Considé-
rons un foncteur F : A — B entre deux catégories abéliennes A et B, on suppose ici
que F est exact a gauche, c’est-a-dire que pour une suite exacte courte d’objets de la
catégorie A :

0->M > M, > Mz —0

la suite suivante est exacte :

0 — F(M1) — F(M2) — F(M3)

Il est alors naturel de se demander si on peut prolonger cette suite en une suite
exacte, et si on peut le faire de fagon canonique. Les foncteurs dérivés du foncteur F
seront alors, pour tout i > 1, les foncteurs R'F : A — B, tels que la suite suivante soit
exacte :

0 — F(M;) — F(M>) — F(M3) — R'F(M;) = R'F(M,) — R'F(M3) — R*F(M;) — - -

F est donc exact a droite si et seulement si le foncteur RF est trivial. Les foncteurs
dérivés mesurent donc dans un certain sens le défaut d’exactitude de F.

Le but du projet est donc d’arriver a construire ces foncteurs dérivés et d’obser-
ver certains exemples particuliers. Aprés quelques préliminaires, je me concentrerai
dans le chapitre 1 a certains types de modules qui rendent exacts certains foncteurs
(Homu (M, -), Homa (-, M), M X) 4 =), puis dans le chapitre 2 a la construction de
ces dits foncteurs dérivés (et en particulier au cas des foncteurs Ext et Tor).

0.2 Préliminaires

Dans cette section, on donnera deux définitions de catégories qui apparaitront
tout au long du document, une proposition mettant en lien les modules avec les
modules libres et enfin un théoréme (le diagramme du serpent) qui est a la base de
théoremes importants dans le document.

Définition 0.1. Soit A un anneau. On définit la catégorie Mod(A) ot :
— Les objets sont les A-modules.

— Les morphismes sont les homomorphismes de modules

Définition 0.2. On définit la catégorie Ab ot :
— Les objets sont les groupes abéliens.

— Les morphismes sont les homomorphismes de groupe.
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Proposition 0.3. Tout A-module est isomorphe au quotient d'un A-module libre.

Démonstration. Soit M un A-module, considérons (x;);c; une famille génératrice de

M. Notons A : (a;)ic; € AD — Y a;x; € M. Cette application est un morphisme
iel

surjectif, et notons K son noyau. On obtient un isormorphisme entre A" /Ket M. =

Proposition 0.4 (Diagramme du serpent). Soient A u anneau, et un diagramme commu-
tatif a lignes exacte de Mod(A) suivant

MM s M —s 0
a’ lﬂ a//
0 — My —Iy My Sy My

alors celui-ci induit le diagramme commutatif suivant :

ker(a') —= ker(a) —= ker(a”) )

’ d ’
[—> coker(a’) AN coker(a) i) coker(a”)

ou @ (resp. ) est I'application A-linéaire induite par f (resp. g) et @’ (resp. ') l'application
qui a la classe de x| (resp. x1) modulo Im(a’) (resp. Im(a)) fait correspondre la classe de
f1(x}) (resp. g1(x1)) modulo Im(a) (resp Im(a”)).

On a de plus que si f est injective (resp. g1 est surjective), alors @ est injective (resp. {’
est surjective).

Démonstration. Pour alléger la démonstration de cette preuve, on notera dans la suite
x',y’,z" (resp. x,y,z;resp. x”,y”,z") des éléments de M’ (resp. M ; resp. M”) et de
meéme x/, Y1,z (resp. x1,y1,z1; resp. x1”,y1”,21”) des éléments de M) (resp. My;
resp. M1”).

+ L'exactitudede ker(a’) SN ker(a) L} ker(a”) provient deséquivalences
suivantes :

x € ker(¢) & g(x)=0eta(x)=0
& x=f(x")eta(x)=0
= x=f(x)et(aof)(x')=0
= x=f(x)et(froa)(x)=0
& x = f(x') eta’(x") = 0 car fi est injective
& x = f(x') et x’ € ker(a’)
& x € Im(p)

De plus, si f est injective, il en est de méme pour ¢ qui en est la restriction a
ker(a’)

+ L'exactitude de coker(a’) SN coker(a) L} coker(a”) provient elle des
équivalences suivantes ot l'on note p,p’,p” les surjections canoniques de
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M’, M, M” respectivement sur coker(a’), coker(a), coker(a”) :

p(x1) € ker(y') & (p” 0 g1)(x1) = 0
& (p”og1)(x1) =0
= g1(x1) = a"(x")
& g1(x1) = (a” 0 g)(x) car g est surjective
= g1(x1) = (g104)(x)
& x1 —a(x) € ker(g1)
& x1 —a(x) = fi(x})
& p(x1) = p(fa(x}))
& plx1) = ¢"(p'(x1))
& p(x1) € Im(¢’)

De plus, si g1 est surjective, il en est de méme de ¢’ : un élément de coker(a”)
s'écrit p”(x1”) = p”(g1(x1)) = ¥’ (p1(x1))

+ Explicitons maintenant d. Considérons x” € ker(a”), comme g est surjective,
il existe x € M, g(x) = x”. On obtient donc que gi(a(x)) = a”(g(x)) = 0 et
donc que a(x) € ker(g1) = Im(f1). Il existe donc x| € M] tel que a(x) = f1(x}).
Montrons que 1’élément p’(x]) ne dépend pas du choix de x. Si en effet, g(x) =
g(y)eta(y) = fi(yy), alors y —x € ker(g) = Im(f). Il existe donc z’ € M’ tel que
y—x = f(z'), onendéduitque f1(y})- i(x}) = a(y)-a(x) = (a0 f)(=') = fi(a(z")

et finalement comme f est injective, y| = x] +a’(z") de sorte que p’(y;) = p’(x}).
On peut donc définir d par d(x”) = p’(x}), et elle est A-linéaire.

+ L'exactitude de ker(a”) L} coker(a’) (’% coker(a) provient des équiva-
lences suivantes :

p'(x}) € ker(¢) &= p(fi(x) =0
& Jx € M, f1(x]) = a(x)
& Jx e M,p'(x]) = d(g(x))
& p'(x}) € Im(d)

+ L'exactitude de ker(a) L ker(a”) 4 coker(a’) provient des considéra-
tions suivantes : On observe tout d’abord que I'on a les équivalences suivantes :

x” e ker(d) &= x” = g(x), a(x) = fi(x]) etx] = a’(x’)

On déduit de la deuxiéme partie d’équivalence, que a(x) = f1(a’(x")) = a(f(x")).
Cela nous assure donc que x = f(x’) + y olt y € ker(a), et donc que x” =
gx) = g(f(x") + g(y) = g(y) = P(y) car Im(f) = ker(g) et Y = g|ker(a), €t
donc x” € Im(y). On obtient donc que ker(d) € Im(¢). D’autre part, on a
par définition de d que d o i) = 0 donc Im(¢’) C ker(d), ce qui donne l'autre
inclusion et donc I'exactitude de la suite.






Chapitre 1

Modules projectifs,injectifs et plats

Soient A un anneau (commutatif), et M un A-module. Intéréssons nous a 3 fonc-
teurs:

— Homa (M, —) qui est exact a gauche mais n’est pas en général exact.
— Homu(—, M) qui est exact a gauche mais n’est pas en général exact.
— M), — qui est exact & droite mais n’est pas en général exact.

Il est alors intéréssant de s’intérroger sur quels modules rendent ces différents
foncteurs exacts, c’est l'objectif de ce premier chapitre.

1.1 Modules projectfis et injectifs

1.1.1 Généralités

Définition 1.1. On dit que M est un module projectif si le foncteur Homa(M, —) de
la catégorie Mod(A) dans la catégorie Ab est exact, c.a.d. si pour toute suite exacte
courte de Mod(A)

0— N L3 NS5 N0

la suite suivante de Ab est exacte courte

H M, H M,
0 — Homa(M, N') ™Y t1om, M, N) Z22M Homa(M, N”) — 0

Lemme 1.2. Pour qu'un module M soit projectif, il suffit que tout diagramme commutatif a
ligne exacte de Mod(A)

N —3N"—0

u”

M

puisse étre complété en un diagramme commutatif par une application A-linéaireu : M — N

N3 N”" 0
A

u|
| u”

=

Démonstration. Soit 0 —» N’ L} N —%3% N” — 0 une suite exacte courte de
Mod(A). Comme, le foncteur Homa (M, —) est exact a gauche. Il suffit de montrer que

, L Hom(M,g) " . .
l'application Homy (M, N) ——— Homu (M, N”) est surjective. En considérant
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u” € Homa(M, N”), alors par hypothese il existe u € Homa (M, N) tel que gou = u”,
i.e. Hom(M, g)(u) = u”. Ainsi le module M est projectif. [ ]

Définition 1.3. On dit que M est un module injectif si le foncteur Homa(—, M) de
la catégorie Mod(A) dans la catégorie Ab est exact, c.a.d. si pour toute suite exacte
courte de Mod(A)

0N L3 NS5 N 30
la suite suivante de Ab est exacte courte

Hom(g,M) Hom(f,M)
0 — Homu(N”, M) ———— Homu(N, M) ———— Homu(N’,M) — 0

Remarque 1.4. Comme les notions de modules projectifs et injectifs sont duales. Pour
une bonne partie des propositions énoncées sur les modules projectifs, les proposi-
tions duales sur les injectifs existent et se démontrent en effectuant un renversement
des fleches. On omettra la démonstration de ces preuves. Celles nécessitant une réelle
adaptation feront 'objet de démonstrations.

Lemme 1.5. Pour qu’un module M soit injectif, il suffit que tout diagramme commutatif a
ligne exacte de Mod(A)

0— N —L s N

RN

M

puisse étre complété en un diagramme commutatif par une application A-linéairev : N — M

0—>N’%N
o

v’ ~

M

Proposition 1.6. Soient A un anneau et (M;);e; une famille de A-modules. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) M; est projectif pour tout i € I.

ii) € M; est projectif.

i€l
Démonstration. On désigne par M la somme directe P M;, et par «; l'injection cano-
iel

nique de M; dans M.

i) = ii) : Considérons un diagramme a ligne exacte

N 23 N” 0
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Or comme M; est projectif, il existe une application linéaire u; : M; — N telle
que g o u; = u” o a;. Or 'application

f € Homa(M, N) 5 (f 0 ai)ier € [ | Homa(M;, N)

iel

est bijective. Il existe donc une unique application linéaire u : M — N telle que
uoa; = u; pour tout i € I. Or comme pour tout i € I,

(gou)oaj=go(uoaj)=gou;=u"oaj
alors par injectivité de ¢, on obtient que g o u = u”, ce qui assure la commu-

tativité du diagramme depuis M et donc que M est projectif.

ii) = i) : Considérons le diagramme a ligne exacte suivant :

N3N 0

”
V Tu 7

MTMi

ouu” : M — N”I'application linéaire telle que u” o a; = u} et u” oaj = 0 pour
j # i. Comme M est projectif, il existe une application linéaire u : M — N telle
que gou = u”. Ainsien posant u; = uoa; : M; — N, on obtient que u;’ =gou;
et donc que M; est projectif.

Proposition 1.7. Soient A un anneau et (M;);c; une famille de A-modules. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) M, est injectif pour tout i € I.
ii) [ M; est injectif.

i€l
Démonstration. On désigne par M le produit [[ M; et par p; : M — M; la projection
iel
canonique de M dans M;.

i) = ii): Considérons un diagramme a ligne commutatif

0—>N%N”

I
M s M;
Comme M; est injectif, il existe une application linéaire u; : N — M; telle que
u; o f = p; ou.Orl'application
7 LPN” 4
f € Homa(N”, M) > (pi o fier € | | Homa(N", M)
i€l

est bijective. Il existe donc une unique application linéaire u” : N” — M telle
que p; o u” = u; pour tout 7 € I. Or comme pour tout i € I,

pio(u”of)=(piou”)of=ujof=piou
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alors par injectivité de 1y, on obtient que u” o f = u, ce qui assure donc que
M est injectif.

ii) = i) : Considérons le diagramme a ligne exacte suivant :

0— N L3 N7

N
M =5 Mi

ouu : N = MIapplication linéaire telle que pjou = u; et pjou = O pour j # i.
Comme M est injectif, il existe une application linéaire u” : N” — M telle que
u”of =u.Ainsien posant u;” = pjou” : N” — M;, on obtient que u;” o f = u;
et donc que M; est injectif.

|
Corollaire 1.8. Un facteur direct d'un module projectif est projectif.

Démonstration. Si M est un module projectif, en considérant M; un facteur direct

de M, alors il existe une suite exacte scindée 0 — M;j f > M g > M, — 0
Alors M est somme directe de M; et M, et comme M est un module projectif, alors
par la proposition précédente, M, est projectif. [

Corollaire 1.9. Un facteur direct d'un module injectif est injectif.

Démonstration. La preuve est la méme que la précédente, il faut tout de méme re-
marquer quun produit fini est isomorphe a la somme directe correspondante, ce qui
permet de conclure. [ ]

Lemme 1.10. Un A-module libre est projectif.

Démonstration. Considérons M un A-module libre. Alors
M=AD=(HA
iel

Or par la proposition 1.6, pour montrer que M est projectif, il suffit de montrer que
A Test. On considére donc le diagramme a ligne exacte suivant :

M-—2sN-—0

T

A

On souhaite créer une application linéaire v : A — M tel que g o v = u. Il suffit
de déterminer I'image de 1 pour définir totalement cette application. Comme ¢ est
surjective, considérons x un antécédant par g de u(1). On définit alors v(1) = x. Ainsi
gov(l) = g(x) = u(l). Par suite, g o v = u, donc A est projectif, et donc M l'est. =

Proposition 1.11. Soient A un anneau et M un A-module. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
i) M est projectif.

ii) M est facteur direct de tout A-module dont il est quotient.
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Démonstration.

i) = ii): Si M est projectif. En considérant N un A-module dont M est quotient. On a le
diagramme a ligne exacte suivant :

N S5 M-—0

F}\\ TlM
) M

ol f : M — N est une application linéaire qui rend commutatif le diagramme
provenant de la projectivité de M. Alors, par suite g o f = 1) et donc g admet
une section f et donc M est facteur direct de N.

i1) = i) : Soit M un A-module facteur direct de tout A-module dont il est quotient. Alors
en considérant N un module libre dont M est quotient, alors il existe S un
A-module tel que N = M @ S. Or N est libre, donc par le lemme 1.10, il est
projectif. En utilisant ensuite le corrolaire 1.8, en conclut que M comme facteur
direct d"un projectif est projectif.

|
Proposition 1.12. Soient A un anneau et M un A-module. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
i) M est injectif.

ii) M est facteur direct de tout A-module dont il est sous-module.

1.1.2 Structure des projectifs
Proposition 1.13. Soient A un anneau et M un A-module. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) M est projectif.

ii) M est facteur direct d'un A-module libre.

Démonstration.

i) = ii) : M est quotient d'un A-module libre L. Or comme M est projectif, Il en est un
facteur direct par la proposition 1.11.

i1) = i) : Si M estun facteur direct d'un A-module libre (donc projectif par le lemme 1.10),
alors comme facteur direct d"un projectif, M est projectif par le corollaire 1.8.

1.1.3 Structures des injectifs

Proposition 1.14. Soient A un anneau et M un A-module. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
i) M est injectif.
ii) Toute application linéaire d'un idéal de A dans M se prolonge en une application
linéaire de A dans M.

Démonstration.



10

Chapitre 1. Modules projectifs,injectifs et plats

i) = ii):

i) = i) :

Considérons a un idéal de A et u : a — M une application linéaire. Comme a
est un idéal de A, on a la suite exacte courte suivante :

0—a——>A—>A/la—0

Comme M est injectif, alors Homa(—, M) est exact, donc on a la suite exacte
courte suivante :

0 — Homyu(A/a,M) ——— Homu(A, M) ——— Homy(a,M) — 0

ce qui nous assure que "application u : a — M se prolonge en une application
linéaire de A dans M.

Considérons le diagramme a ligne exacte de Mod(A) suivant :

0N -5 N

N

M
Considérons I’ensemble suivant
& = {(P,v)|P sous module de N, N’ € P,v : P — M est un prolongement de u"}

+ & est non-vide puisqu’il contient (N”, u”).

+ On ordonne cet ensemble par la relation suivante : (P, v) < (P, v1) si Py
convient P et v1 prolonge v.

*

Muni de cette relation, ’ensemble § est inductif. En effet, si (P;, v;)cs est

une famille totalement ordonnée d’éléments de &, alors le couple (P, v) ot

P = |J P; et v est défini par restriction a P; comme étant v;, est une borne
iel

supérieure de la famille.

*

Par le théoréme de Zorn, il existe un élément maximal (P, v) dans §&. Pour
conclure ce sens, il nous suffit de montrer que P = N. Supposons que
ce ne soit pas le cas, alors il existe un élément x € N\P. L'ensemble des
éléments a € A tels que ax € P est un idéal a de A. On peut ainsi définir
une application linéaire

r- a — M
a — v(ax)

Or comme M satisfait i7), alors ’application r se prolonge et une applica-
tion linéaire s : A — M. Définissons une application

w: P+Ax — M
y+ax +— o(y)+s(a)

Celle-ci est bien définie car en considérant une égalité y +ax = vy’ +a’x ou
(y,y’) € P?>et(a,a’) € A%, ona(a—a’)x =y —y € Petdonca—a’ € a.
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On a ainsi que

s(a)—s(a’)=s(a—a’)
=r(a—a’)
=ov((a —a’)x)
=o(y' —y) =o(y") - o(y)
etdonc que s(a)+v(y) = s(a’)+v(y’). Cette application est de plus linéaire
et prolonge v. Le couple (P + Ax, w) est donc strictement supérieur au

couple (P, v) et appartient a & ce qui fournit une contradiction. Ainsi
P = N et donc M est injectif.

]
Définition 1.15. Soit A un anneau intégre. Un A-module M est dit divisible si pour
tout a € A\{0} et tout x de M, il existe y de M tel que x = ay.
Proposition 1.16. Soit un A un anneau intégre.
1. Un module injectif est divisible.

2. Side plus I'anneau A est principal, un module divisible est injectif.

Démonstration.

1. Soit M un module injectif. Si a € A\{0} et x € M. On définit une application
linéaire depuis 1'idéal principal aA dans M :

u: aA — M
ab — bx

Comme M est injectif, alors par la proposition 1.14, on peut prolonger u’ en
une application linéaire u : A — M et on a d'une part u’(a) = u’(a.1) = x et
d’autre part u’(a) = u(a) = au(1). Ainsix = ay ot y = u(1).

2. Soit M un module divisible, pour montrer que M est injectif, appliquons la
proposition 1.14. Les idéaux de A sont de la forme aA pour a € A car A est
principal. On considére a € A\{0} et une application linéaire 1" : 1A — M,
comme M est divisible et u’(a) € M, il existe y € M tel que u’(a) = ay.
Considérons u : A — M l'application linéaire définie par u(1) = y, alors
celle-ci prolonge u’ car u(a) = au(l) = ay = u’(a). Ainsi M est injectif.

|
Exemple 1.17. Comme Z est principal, on tire que Q est un Z-module injectif car
divisible.
1.1.4 Ecriture d’'un module en lien avec les projectifs/injectifs

Proposition 1.18. Tout A-module est quotient d’un projectif.

Démonstration. Tout A-module est quotient d"'un A-module libre par la proposition
0.3. De plus, par le lemme 1.10, on sait qu'un A-module libre est projectif. Ainsi, tout
A-module est quotient d"un A-module projectif. ]

Remarque 1.19. La proposition précédente nous permet d’obtenir des suite exactes
courtes. En effet, en considérant M un A-module, il est quotient d"un projectif L, on a
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donc une surjection L - M, et en considérant le noyau de cette application que 'on
note K, on obtient donc la suite exacte suivante ot L est projectif :

0 > K > L > M > 0

Remarque 1.20. Le cas des modules injectifs nécessite une preuve plus délicate, on
énoncera pour cela plusieurs lemmes préliminaires.

Lemme 1.21. Soit G un Z-module. Le groupe Homz(A, G) est muni d'une structure de
A-module via (a,u) v au ot au(a’) = u(a’a)si(a,a’) € Aet u € Homz(A, G).

Démonstration. Pour tout (a,b,a’) € A% et u € Homz(A, G), on a
a(bu)(a’) = bu(a’a) = u(a’ab) = ((ab)u)(a’)

donc a(bu) = (ab)u. Les autres axiomes pour définir un module sont immédiatement
vérifiés. Ainsi, on a bien une structure de A-module. [ |

Lemme 1.22. Soit G un Z-module. Si G est injectif, alors le A-module Homz(A, G) est
injectif.

Démonstration. On consideére le diagramme a ligne exacte de Mod(A) suivant :

00— N —7 s N

u’

Homz(A, G)

Ce diagramme induit le suivant a ligne exacte de Mod(Z) ot 'on désigne par N.,
et Nz les Z-modules sous-jacents & N’ et N :

0— N, L Ny
o
0Ny

G

ou 0’ est’application Z-linéaire telle que 6’(x") = u’(x’)(1). Or comme G est Z-injectif,
il existe un prolongement 0 de 0" de Nz dans G.

Construisons ainsi u : N — Homz(A, G) en posant u(x)(a) = 0(ax). Cette appli-
cation est A-linéaire : en effet, pour (a, b) € AZ, x €N,

u(bx)(a) = 6(a(bx)) = O((ab)x) = u(x)(ab) = (bu(x))(a)

par structure définie dans le lemme 1.21 et donc u(bx) = bu(x). Cette application
prolonge bien u’ car, si x € N’,a € A, alors

u(x)(a) = O(ax) = 0’(ax) = u'(ax)(1) = (au'(x)(1)) = u’(x)(a)

— Homz(A,Mz)

Lemme 1.23. Soit M un A-module. L'application j : — (2 ax) 1 Mz

est le Z-module sous-jacent a M, est A-linéaire et injective.
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Démonstration. L'application a +— ax est Z-linéaire. De plus 'application j est A-
linéaire. En effet pour (a,b) € Aetx € M,

j(bx)(a) = a(bx) = (ab)x et (bj(x))(a) = j(x)(ab) = (ab)x

De plus, cette application est bien injective car 'égalité j(x) = 0 impplique que
jx)1)=1x=x=0. ]

Remarque 1.24. On peut ainsi identifier dans la suite M via j a un sous-module de
HomZ(A ’ Mz).

Proposition 1.25. Soit A un anneau. Tout A-module est un sous-module d'un A-module
injectif.

Démonstration.

+ Commengons par le cas ot A = Z. Comme A est principal, on sait que injectif
équivaut a divisible. Considérons M’ un Z-module, M’ peut s’écrire comme
quotient d’un projectif : M’ = (5 Z)/R. On identifie ensuite ) Z a un sous

i€l i€l
Z-module de € Q. Or Q est divisible, donc P Q est divisible, puis en passant
iel iel
au quotient (P Q)/R aussi. Ainsi M’ est inclus dans (P Q)/R qui est divisible
i€l i€l
donc injectif. C’est donc bien un sous-module d"un module injectif.

+ Soit M un A-module. Le Z-module sous-jacent Mz s’injecte par le cas A = Z
dans un Z-module injectif G. Comme le foncteur Homz(A, —) est exact a gauche,
on obtient une suite exacte de Mod(A) :

0 — Homz(A, Mz) —— Homz(A, G)

Or par le lemme 1.23 j donne une injection de M dans Homgz(A, Mz). On
obtient donc i o j une application A-linéaire injective du A-module M dans le
A-module injectif (par le lemme 1.22) Homz(A, G).

1.1.5 Un résultat un peu plus précis
Proposition 1.26. Q/Z est un Z-module injectif.

Démonstration. Comme Z est principal, il suffit de montrer que Q/Z est divisible.
Considérons a + Z € Q/Z, et k # 0. Comme Q est divisible, il existe g € Q tel que
a = kq, alors k(q + Z) = a + Z donc Q/Z est divisible donc injectif. [

Proposition 1.27. Si M est un Z-module non-nul, il existe une application linéaire non-nulle
de M dans Q/Z.

Démonstration. Soit M un Z-module non-nul. Considérons deés lors m; € M\{0} et
notons M; le module engendré par mq. Alors M; € M et deux possibilités appa-
raissent (en fonction de s’il existe n € N\{0, 1} tel que nm; = 0):

M1 ~ZouM; ~Z/nZ
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+ Dans le premier cas out M =~ Z, on envoie m sur n'importe quel élément non-
nul de Q/Z, cela nous définit une application f; : M; — Q/Z. On a donc le
diagramme suivant

0 > My > M

™

Q/Z

Comme Q/Z est injectif, alors on peut étendre cette application en une appli-
cation linéaire f : M — Q/Z qui est non-nulle car elle étend f;.

+ Dans le second cas ot My =~ Z/nZ. Définissons fi : M1 — Q/Z par fi(my) =
et comme précédemment, on l'étend en une application linéaire non-nulle

f:M— Q/Z.

1
n

]
Définition 1.28. On dit que Q/Z est un cogénérateur de Ab.

Proposition 1.29. Soit A un anneau, le A-module U = Homz(A, Q/Z) est un cogénérateur
de Mod(A).

Démonstration. Soit M un A-module non-nul. Considérons Mz le Z-module sous
jacent de M, qui est non-nul, alors par la proposition précédente, il existe une appli-
cation linéaire non nulle {1 de Mz dans Q/Z. Mais alors I'application Hom(A, 1) :
Homz(A, Mz) — U = Homz(A, Q/Z) est non-nulle. Ainsi en composant via l'in-
jection j : M — Homgz(A, Mz) (introduite dans le lemme 1.23), on obtient une
application linéaire non-nulle i : x € M + (a = 1(ax)) € U. [

Proposition 1.30. Pour tout A-module M, le A-module UHo"aMU) est injectif.

Démonstration. Par le lemme 1.22, comme Q/Z est injectif, alors U est injectif, puis
uHomaMU) et donc produit d’injectif donc injectif. [

Définition 1.31. Dans la suite, on notera M° = UHoma(MU) Considérant fM->M
une application A-linéaire entre A-modules, on définit

) MY — MO
| (Vp)peHomumr iy F— (Vpof)peHoma(M, )

fO

Proposition 1.32. Les application M +— M et f > fO permettent de définir un foncteur
contravariant = de la catégorie Mod(A) dans la sous-catégorie des modules injectifs.

1.1.6 Résolutions projectives et injectives

Définition 1.33. Soient A un anneau, et X un A-module. On appelle résolution
projective de X la donnée d"une suite PX = (PX, dX) ou P} est un A-module projectif
et dX : PX — Pff_l est une application A-linéaire, et d"une application A-linéaire
(appelée I'augmentation) ¢ : P(}f — X telle que la suite suivante soit exacte

ax ax

1 &
> PX > PX oo > P > P > X — 0

Définition 1.34. Soient X et X’ deux A-modules, ¢ : X’ — X une application A-
linéaire, et PX, PX’ des résolutions projectives respectives de X et X’. On appelle
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morphisme de PX" dans PX compatible avec ¢ la donnée pour tout entier n d'une
application A-linéaire f, : PX" — PX telle que les diagrammes suivants soient com-
mutatifs :

Pé{ & ) X ’ P 31(/ n P fl(i .

f O\L \L(p et f n\L \Lfn -1
dx

pPf — X x _fyp

On note f = (f,)nen ce morphisme et on dit qu'il releve .

Remarque 1.35. Comme précédemment, la notion de résolution injective est duale
de celle projective.

Définition 1.36. Soient A un anneau, et X un A-module. On appelle résolution
injective de X la donnée d'une suite Ix = (I%, d;‘() ou I est un A-module injectif et
d% : It — I#*! estune application A-linéaire, et d'une application A-linéaire (appelée
l'augmentation) ¢ : X — Ig)( telle que la suite suivante soit exacte

d}’l
0— X —— 15 — L y Iy —— g — -

~
-

Définition 1.37. Soient X et X’ deux A-modules, ¢ : X’ — X une application
A-linéaire, et Ix, Ix des résolutions injectives respectives de X et X’. On appelle
morphisme de Iy dans Ix compatible avec ¢ la donnée pour tout entier n d’une
application A-linéaire f" : I{, — I} telle que les diagrammes suivants soient com-
mutatifs :

X s 19, [ 2N Im
(pl \Lfo et f\L fn+1
X —5 19( X In+l

On note f = (f"),en ce morphisme et on dit qu'il prolonge (p.

Proposition 1.38. Soit A un anneau et X, X’ des A-modules.
1. Tout A-module admet une résolution projective (respectivement injective).

2. Soit @ : X" — X une application A-linéaire. Soient PX et PX' (respectivement Ix et
Ix/) des résolutions projectives (respectivement injectives) de X et X'. Il existe alors un
morphisme f de PX dans PX (respectivement de Ix: dans Ix) compatible avec ¢.

3. Si g est un autre morphisme compatible, il existe pour tout entier naturel n une
application A-linéaire k,, : PX — PX | (respectivement k™ : I, — I%71) telle que

—fa=dX oky+kny10dX sin>0et go— fo=dX oko
(respectivement
g - fr=dy ok + k" od}, sin>0et g" - fO=k'0d))

Définition 1.39. La suite des (kj),en (respectivement (k"),cn) comme définie dans
le point 3. de la proposition précédente, s’appelle une homotopie entre f et g.

Remarque 1.40. On se limitera dans la démonstration au cas projectif, le cas injectif
étant clairement dual.



16 Chapitre 1. Modules projectifs,injectifs et plats

Démonstration.

1. Soit X un A-module, celui-ci est quotient d’un module libre donc projectif,
que 'on note Pé( . Considérons alors ¢ : Pé( —» X la surjection canonique et
i:kere — Pé( l'injection canonique associée a ¢. Or ker ¢ estun A-module, il est
donc quotient d'un module libre donc projectif que I'on note P1X. Considérons
des lors p1 : P{* - ker ¢ la surjection canonique et posons d = i o p1. Alors
ker(e) = Im(df(). On a ainsi :

P¥ — Pf 5 X —0

On construit ainsi de proche en proche de la méme fagon, ayant choisile module
projectif PX de sorte que le module ker(p,-1), ott py—1 : Pf_l — ker(dff_l), est
la surjection canonique, en soit un quotient. On définit alors dX = i, o p,
ou py : PYX — ker(p,-1) est la surjection canonique et i, : ker(p,-1) — Pff_l
l'injection canonique. On choisit maintenant Pffﬂ comme un module projectif
dont ker(dX) est un quotient. Par construction, on obtient donc la suite exacte
suivante
dX

ax 1
> PX — PX > PX » P —— X —0

2. Soit ¢ : X’ — X une application A-linéaire et PX et PX’ des résolutions pro-
jectives de X et X’. Tachons de construire un morphisme compatible avec ¢.
Nous avons tout d’abord le diagramme commutatif de Mod(A) a ligne exacte
suivant

X/
Py

’

poe
Pf ——= X —>0

Comme Pé(’ est projectif, ce diagramme est complétable via une application
A-linéaire fy : Pé(' — P telle que ¢ o fy = ¢ o ¢’. On a donc obtenu le premier
diagramme d’un morphisme de résolutions :

pY £y X
fOL l‘f’
pPX —— X

Construisons le reste de proche en proche par itération du procédé. Supposons
que l'on ait obtenu une application A-linéaire f, : PX — PX telle que le
diagramme suivant soit commutatif
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On a le diagramme a ligne exacte suivant

X’ dX/
X’ n+l1 N X’ no\ X’
Pn+1 4 P” 4 Pn—l
\Lfn \Lfn—l
X e X dx e
n \ n \
Pn+1 4 P” 4 Pn—l

Ainsi dX o (fy o dff/l) = fuc10(dX o dfffl) = 0 car Im(dff;l) = ker(dX"). Cela

+ +
implique que Im(f, o dX/,) C ker(dX) = Im(dX
Ainsi on a la factorisation suivante du diagramme précédent :

X’ X’
dy

d
X’ n+l X’
Pn+1 > Py

v pX’
4 Pn—l

\\\ f'l \Lfn—l
dX \)1 \L

dX
X n+ :5 X n 1 X
Pn+1 IlTl(dn+1 Pn—l

X . . . . .2 . . pX’
-1, il existe une application A-linéaire fy 41 : P;,; —

PX | rendant le diagramme précédant commutatif. On a ainsi créé un mor-
phisme f compatible avec ¢.

Alors par projectivité de P

3. Si g est un autre morphisme compatible avec ¢. On a alors le diagramme a
ligne exacte suivant

Ainsi e o (go — fo) = €eogo—¢€ofo = poe’ —poe =0 carfetgsont
des morphismes compatibles avec ¢. Ainsi Im(go — fo) € ker(e) = Im(df(). Le
diagramme précédent se factorise donc ainsi

X/
PO

\Lgo —fo
1

dX
P¥ — Im(df) — X —— 0

PS(' est projectif, il existe donc une application A-linéaire kj : Péc — P faisant
commuter le diagramme précédent, c.a.d, go — fo = df( o ko.

Comme précédemment, construisons de proche en proche les applications
linéaires en itérant le processus (c.a.d. par récurrence). On a le diagramme
commutatif a ligne exacte suivant :

ax
X’ n X’
ry — P,
gn_fn \Lgn—l_fn—l
X i!(+1 X dgl( X
p > P > P
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cad. dfo (§n — fu) = (gn-1— fu-1) © d%('. Si on fait I’hypothese que
In-1— fn—l = d;)qg oky1+kpoo d,)fil
on obtient que

d¥ o (gn—fu—knc10dX)=df o(gn— fu)—dy o(ky—10d)
= (gn-1— fa-1) 0 dX —(dX o ky_1) 0 dX
= (gn-1— fa1) 0 dX = (gn-1 = fu-1 —knp0dX ) o dX
= kn-z o (dy 4 0 dyy)
=0

car Im(dffil) = ker(dX’). Ainsi Im(g, — fu — kn—1 0dX) C ker(dX) = Im(dffll)
On a donc le diagramme suivant :

X/
P/ ’
8n _fn _kn—lody},(

ax
X n+ X
Pn +1 %} II‘n(dn+1

X

Or PX est projectif, donc il existe une application A-linéaire k, : PX — P il

telle que g, — f = d§+1 ok, +ku_q0 d,)f'. Cela conclut la proposition.
| ]

Remarque 1.41. Dans la suite, on choisira souvent des résolutions projectives et
injectives privilégiées obtenues en prenant pour P} le A-module libre engendré par

ker(dX ) et pour I, le module injectif (Homa(m(@ ™)) car ceux-ci sont fonctoriels.

Proposition 1.42. Soit A un anneau, étant donné un diagramme suivant ou les colonnes
sont des résolutions projectives, et la ligne est exacte :

~ ~
X’ X
Pl Pl
~ ~
X’ X
PO PO
(‘,, E,,
~ ¢ " ~
0 > X/ > X b X" 5 0

11 existe une résolution projective P de X et des morphismes f (resp. g) compatibles avec ¢
(resp. ) tel que pour tout n € N, le diagramme suivant est commutatif a lignes exactes
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scindées :

0 — PX f">Pn > PX" — 0

ldr)l(/ ld;)l{ ld}?,(”

0—s pX Ity p S Xy

8n

Démonstration. On commence par montrer qu’il existe un module projectif Py et un
diagramme commutatif a lignes et colonnes exactes suivant :

0 0 0
N ~ ~N

0 > Kj, > Ko > Ko” > 0
~ fO < 2 g

0 > Py > Py > Py > 0

&’ & (j// e

g v Kk '-P N

0 — X —3 X —— X" ——0
~ ~ ~
0 0 0

+ Définissons Py := Péc ® Pé(”. Comme Pégl et Pép sont projectifs, alors Py est
projectif. Considérons fy : x” € Pé(' — (x’,0) Poetgo: (x',x”) € Po > x" € Pé(".
On voit immédiatement que la suite suivante est exacte

0—s pX Ly py 2y pX 3 g

Comme Pgﬂ est projectif, il existe une application A-linéaire o : Pég" — X telle
que 1 o ¢ = ¢”. Définissons maintenant

e:(x',x")ePy (poe)x)+a(x”)eX
D’une part, ona:

poe(,x”) = 9((go&)x) +a(x"))
= P((p 0 e)(x) + P(a(x"))
= &"(x")
= €”(go(x’, x"))
= €” 0 go(x’, x”)

D’autre part, on a la surjectivité de ¢ par le lemme des cing. Posons les notations
suivantes, Ky = ker(¢’),Ko” = ker(e”), et Ko = ker(¢), par le diagramme du
serpent, on a l'existence de la suite exacte supérieure et la commutativité du
diagramme supérieur.

+ On prouve maintenant par récurrence sur n > 0, que les n lignes inférieures du
diagramme attendu ont été construites. En notant K,, = ker(P, — P,_1), K}, =
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ker(d;,) et K,” = ker(d,”), comme dans l'initialisation, il existe un diagramme
commutatif a lignes et colonnes exactes

0 0 0
0 — K)/1+1 — Kn+1 — Kn+1” — 0

+1

~N
’ fu ~ 8n+1 ”
0 — PX > Puut —— PX/ ——5 0

n+
Lna On+1 4
~ ~
l4 7
0 > K, > Ky > Ky > 0
~ ~ ~
0 0 0

En recollant ce diagramme au n-eme diagramme, celui supposé par récurrence

en définissant d, 11 : Pp4+1 — P, comme la composée P, — K, — P, cela
termine la récurrence et la preuve.

Proposition 1.43. Soit A un anneau, étant donné le diagramme suivant o1l les colonnes
sont des résolutions injectives, et la ligne est exacte :

P ¥

0= X —X—>X"—0

S/ S”

~ ~

19, I

~ ~

1 1

1L, 1L,

~ ~

Il existe une résolution injective I de X et des morphismes £ (resp. g) compatibles avec ¢ (resp.
Y) tel que pour tout n € N, le diagramme suivant est commutatif a lignes exactes scindées :

0— 1 L s £y 50

e s e

n+1 fnﬂ\ n+1 gnH\ n+1
0 % Ixr 7 I 7 IX" % 0
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1.2 Modules plats et fidelement plats

1.2.1 Définitions

Considérons A un anneau, et M un A-module, pour les premieres définitions a
venir, on considérera les deux conditions suivantes :

i) La suite N’ % N % N” de Mod(A) est exacte

Id Id
ii) Lasuite M), N’ M—®)fM QRN &gM X4 N” de Mod(A) est exacte

Définition 1.44. Soit A un anneau (commutatif), M un A-module. On dit que M est
plat si le foncteur M (X) , — de Mod(A) dans Mod(A) est exact. i.e. que la condition 7)
implique i7)

Définition 1.45. Soit A un anneau (commutatif), M un A-module. On dit que M est
fidelement plat si la condition i) est équivalente a la condition i7).

Remarque 1.46. En utilisant la proposition générale suivante sur les foncteurs, on
obtient des caractérisations d’étre un module plat.

Proposition 1.47. Soient S et &' deux catégories abéliennes, F un foncteur covariant additif
de © dans S'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) F est exact

ii) Pour toute suite exactede S 0 — M’ f > M g > M” — 0, lasuitede &’

suivante est exacte 0 — F(M’) M F(M) & FM”) — 0 .

Proposition 1.48. Le A-module M est plat si et seulement si pour toute suite exacte de

Mod(A), 0 — N’ / > N g > N” — 0, la suite suivante est exacte

0 MR,N" M, NYBEMR, N — 0

Remarque 1.49. Comme le produit tensoriel est exact a droite, on obtient donc la
caractérisation encore plus faible suivante d’étre un module plat.

Proposition 1.50. Le A-module M est plat si et seulement si pour toute application linéaire
injective f : N’ — N, 'application Idp ) f : M Q4 N’ — M Q) 4 N est injective.
Proposition 1.51. Soit A un anneau (commutatif).

1. Le A-module A est plat.

2. @ M; est plat si et seulement si pour tout j, M; est plat.
j

3. Tout module projectif est plat.
Démonstration.

1. Soit M et N deux A-modules et considérons le diagramme commutatif suivant

0 —3 M i\ N

I I
A@MUE AQ,N
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otoc:meMmPplomeAR Mett:ne N—1®neAR,N sont les
isomorphismes classiques. Alors A ® i = Tio ™! est une injection et donc A est
un A-module plat.

. Soiti: M — N une injection. Le diagramme suivant est commutatif

(®jM;)®i

(@ij) ®AM — (EB]'MJ‘)®AN

| 2

@j(Mj ®A M) L> EB]'(Mf ®A N)

oug :(mj®x); — (m;®i(x));, les fleches descendantes sont les isomorphismes
faisant commuter les limites inductives avec le produit tensoriel. Du diagramme
commutatif, on tire (®&;M;)®i = ¢, Lp11. Or ¢ est une injection si et seulement
si pour tout j, M; ® i est une injection. Ainsi, on voit que (®;M;) ® i est une
injection si et seulement si pour tout j, M; ® i est une injection. Ceci revient
bien a dire que @ M est plat si et seulement si pour tout j, M; est plat.

]

. Soit P un module projectif, il est facteur direct d'un A-module libre que 1'on

note L. Ainsi, il existe P’ un A-module tel que P @ P’ = L. Or, L est libre donc
L~ AD =P Aetpar1.et2. on tire que L est plat; en utilisant cette fois 2. a L,

iel

on obtient que P est plat.
| ]

Remarque 1.52. On a méme montré dans cette proposition que tout module libre est

plat.

Proposition 1.53. Soient A un anneau (commutatif), et M un A-module. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i)
ii)

iii)

iv)

M est fidélement plat
M est plat et M (X) 4 N = 0 implique N = 0

M est plat et si g est une application linéaire de N’ dans N telle que Idpy X) ¢ = 0
alors g =0

M est plat et pour tout idéal maximal m de A, mM # M.

Démonstration.

i) = ii):

ii) = iii):

M estimmédiatement plat, et considérons N un A-module tel que M ® 4N =0,
alors on a la suite 0 - M Q) , N — 0 qui est exacte. Comme M est fidelement
plat, cela donne que la suite 0 — N — 0 l'est aussi, et donc que N = 0.

On a la suite exacte suivante : 0 — ker(g) > N’ $ > N . Comme M
est plat, alors en tensorisant cette suite exacte, on obtient la suite exacte sui-

d
vante: 0 — M ), ker(g) — M@AN'IM—®>8M®AN et on obtient

donec M Q) , ker g = ker(Idm (X) ).
En appliquant ce résultata m : N — N/Im(g), on obtient que ker(idy (X) ) =
M) , ker(n) = M @) , Im(g).

On a d’autre part aussi la suite exacte suivante :

N —£5 N —Z3 N/Im(g) — 0
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Comme M est plat, en la tensorisant, on obtient la suite exacte suivante :

Id Id b
M, N M—®>gM®AN du &y M), N/Im(g) —> 0

Cela nous assure que Im(Idy Q) §) = ker(Idy Q) n1) = M Q) , Im(g)
Ainsi si Idy (X) ¢ = 0 alors M (X) , Im(g) = 0 et par hypothese ii), on tire que
Im(g) =0etdonc g =0.

iii) = i): Soit N’ % N —23% N” une suite de Mod(A) telle que la suite

MR, N2 M, N MO M), N7

soit exacte. Alors Idy @) (go f) = (Idu @ &) o Idu ) f) = 0 et donc par
hypothese iii), on tire que g o f = 0, et donc que Im(f) C ker(g). Cela nous
donne ainsi une autre suite exacte

0 — Im(f) — ker(g) —— ker(g)/Im(f) — 0

que l'on tensorise en la suite exacte suivante en utilisant que M est plat
TIdy @1
0 — MR, Im(f) —> M), ker(g) —= M) ,(ker(g)/Im(f)) — 0

Or,ona M (X) 4, Im(f) = Im(Idy Q) f) = ker(Idm (X) g) = M Q) 4 ker(g), donc
Idpy Q) h = 0 et donc par hypothése i = 0, ce qui nous assure que ker(g) =
Im(f).

ii) = iv) : Soit m un idéal maximal de A. M/mM = M ) , A/m, Or A/m est non-nul car
m est maximal dans A donc propre. Ainsi M/mM # 0 et donc mM # M.

iv) = ii): Soit N un A-module non nul. considérons n € N\{0}, et notons N; le module
engendré par n, alors Ny € N.Comme f : 2 € A + an € Nj est une application
surjective, alors A/ker(f) =~ Nj. Notons a := ker(f), c’est un idéal distinct de A
car N7 est non nul. Ainsi on obtient une suite exacte 0 —» A/a — N. Comme
M est plat, on tensorise la suite exacte par M ce qui nous donne la suite exacte
suivante 0 —» M ), A/a - M (), N. Or, on peut plonger a dans un idéal
maximal m, on a donc la suite exacte A/a — A/m — 0 et donc en tensorisant
par M, M), Ala > M), A/m — 0 est exacte. Or M (X) , A/m = M/mM
qui est non nul par hypothese, donc M (X) , A/a aussi. Cela nous donne en
reprenant la premiere suite exacte tensorisée par M que M ® 4 N est non nul.

1.2.2 Premiéres propriétés

Proposition 1.54. Soient A un anneau, M un A-module plat, N un A-module, N1 et N
des sous-modules de N. En identifiant M ® 4 Ni comme des sous-modules de M ® 4N, on
a I'égalité suivante

M Q)N N N2) = (M (X) N1) 1 (M (X) Na)
A A A
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Démonstration. On considére la suite exacte suivant
0 — (N1 N N2) —— N —%% N/N; x N/N,
Comme M est plat, en tensorisant par M, la suite suivante est exacte
Id j Id
0 — M ,(Ni NN &y QN A GO M R ,(N/N1 x N/Ny)

De plus,

M®AN)X(M®AN)

M @(N/NMN/I\&) =M @ N/N)x(M @ N/N) = (M RaN1) \ MR, N2

et comme vu précédemment, on a donc :

M (X)(N1 N N) = M (X) Im(i)
A A

Définition 1.55. Un ensemble I est dit préordonné filtrant si I est muni d"une relation
de préordre (réflexive et transitive) tel que pour tout couple (i, j) € I a un majorant
(ie ilexiste k € [ telquei < ketj <k).

Proposition 1.56. Soient A un anneau, (M;, fji)i jer un systéme inductif de Mod(A) indexé
par un ensemble préordonné filtrant I, (M, fi)ie sa limite inductive. Si pour tout i € I, le
A-module M; est plat, alors M est plat.

Démonstration. Soit N’ L} N % N” une suite exacte de Mod(A). Comme

pour tout i € I, M; est plat, cela donne que la suite suivante est exacte :

Idy; @ f Idu; .,
Mi®AN/ M—®>Mi®AN M—®>gMi®AN

On a donc la suite suivante de I(I, Mod(A)) des systemes inductifs de Mod(A)
indexés par I qui est exacte :

(Idm; & f) (Idm; Q) 8) .,
(Mi QAN fii @ Idn) M Q AN, fii @ Idn) M—>g(Mi QAN", fii @ Idn~)

Le foncteur limite inductive filtrante de la catégorie abélienne I(I, Mod(A)) dans
Mod(A) est exact ce qui nous donne 'exactitude de la suite suivante :

Id Id
MR, N M@ N EE M@, N

et donc que M est plat. [ ]
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Définition 1.57. Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux commutatifs. On
définit un foncteur ¢., covariant de la catégorie Mod(B) dans la catégorie Mod(A)
comme suit :

i) si M est un B-module, p.(M) est le A-module de groupe additif sous-jacent
celui de M muni de la loi de composition externe

a-x:(a,x) e AX@.(M)— @a)x € p.(M)

ii) Sion considere une application B-linéaire f du B-module M’ dans le B-module
M, elle définit immédiatement une application A-linéaire ¢.(f) de p.(M’) dans
P+(M).

Le foncteur ¢. est appelé foncteur de restriction des scalaires.

Proposition 1.58. Etant donné ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux commutatifs.
Le foncteur ¢. est exact

Démonstration. Cela provient directement du faire que ker(¢) et Im(¢) ne dépendent
que de la structure de groupe abélien sous-jacent. ]

Proposition 1.59. Soient A un anneau, a un idéal de A, M un A-module. Si M est plat
(respectivement fidelement plat), le A /a-Module M /aM est plat (respectivement fidélement
plat).

Démonstration. Soit N’ et N deux A/a-modules et i : N’ — N une injection. Consi-
dérons p : A — A/a la projection canonique. En considérant p.(N’) le A-module
de groupe additif sous-jacent celui de N” avec comme loi externe (a, x) — p(a) - x.
Comme le foncteur de restriction est exact par la proposition précédente. On obtient
donc que p.(i) : p-(N’) — p.(N) est une application A-linéaire injective.
+ Si M est plat, alors Ida (X) p«(i) : M (@), p«(N’) = M Q) , p«(N) est une injec-
tion. Or M/aM Q) 4/, N =M &R, A/a R4/, N = M), p«(N)
On obtient donc le diagramme commutatif suivant :

dm (1)
M®, p.(N') L8P0 &), pu(N)

J» I
|, ldyjan Qi
M/aM @) 4/u N —55 M/aM Q) ,, N

ol Y1 et Py sont les isomorphismes canoniques. Ainsi Idp/am (X) i est une
injection, ce qui donne bien que M/aM est un module plat.

+ Si M est fidelement plat, et N est un A/a-module tel que M/aM X) , aN =0,

alors M Q) , p«(N) = 0 donc comme M est fidelement plat, p.(N) = 0 et donc
N =0; ainsi M /aM est fidélement plat par la proposition 1.53.

1.2.3 Quelques exercices et exemples
Exemple 1.60. Considérons n > 1 un entier, r | n,s = % et A = Z/nZ.

+ Comme r|n, on peut considérer l'injection

f: Z/rZ — Z|nZ
k mod[r] +— ks mod [n]
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On a immédiatement que Im(f) =~ Z/rZ = sA.

+ D’autre part en considérant la projection canonique ms : Z — Z/sZ, comme
s | n,ie nZ C sZ = ker(m,). Il existe ainsi § : Z/nZ — Z/sZ ~ rA tel que
gomy, = m,. Alors

ker(g) = {m,(k) € Z/nZ, g(m,(k)) = 0}
={nu(k) € Z/nZ, ns(k)) = 0}
={mn,(k) € Z/nZ,s | k}
=sZ/nZ
= Im(f)

Ainsi, on a obtenu l'existence de la suite exacte courte suivante

0—3sA 23 A—55:4-—30

*+ Montrons que la suite précédente est scindée si et seulement si r et s sont
premiers entre eux.

= : Si la suite est scindée, alors sA et rA sont facteurs directs de A, i.e.
A=sA®rA

Il existe ainsi (u, v) € (Z/ nZ)2 tel que 1" = sii” + ro". On peut donc écrire
1=s(u+kn)+r(v+kn),etennotant U =u+kn,V =v+kn €Z,ona
bien que r et s sont premiers entre eux.

& : Sir et s sont premiers entre eux, alors par le théoréme des restes chinois
A=Z/nZ=Z|rZ®Z|sZ~sA & rA. La suite est donc scindée.

+ Déterminons les idéaux projectifs de A. Les idéaux de A sont les dA pour
d | n. D’autre part, nous avons vu en proposition 1.13 une caractérisation des
modules projectifs comme facteur direct d"'un A-module libre. Ainsi les idéaux
projectifs de A sontles dA ot d | n ettel que pged (d, %) = 1 par ce qui précede.

Exemple 1.61. Pour n > 2 un entier, le module Z/nZ n’est pas plat car 1’application
de multiplication par n, xn : Z — Z qui est injective n'induit pas une application
Xn @ Z/nZ : Z/nZ — Z/nZ injective.

On a méme la proposition plus générale suivante :

Proposition 1.62. Soit A un anneau et I un idéal de A contenant un élément x non diviseur
de 0. Alors M = A/I n’est pas un A-module plat.

Démonstration. Soit x un élément non-diviseur de 0 de I. En considérant 1’application
Xx : A — A qui est injective car x est non-diviseur de 0. Celle-ci n'induit pas une
application injective xx ® M : M — M. Le module M n’est donc pas plat. [ ]

Exemple 1.63. Considérons A un anneau principal et M un A-module de type fini
tel que M () , M = 0. Montrons que M =0 :

+ Dans un premier temps, comme M est un A-module de type fini sur un anneau
principal, on peut écrire

M = @A/(ai)@/v
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avec pour tout i € {1,...,n},a; € A etr > 0 un entier. Nous allons traiter la
partie libre et la partie de torsion a part car le produit tensoriel commute avec
les sommes directes.

+ D’une part, pour la partie libre 0 = A" () , A" = A" par propriété du produit
tensoriel; Ainsir =0

+ D’autre part, pour la partie de torsion,

n n

EBA/(LH) ® (@A/(ai) =0
i=1 A i=1
Or
A
A/(ﬂi)®A/(ﬂi) - (al)/(ai)-A/ :A/(ﬂi)
A (a;)
Ainsi .
@A/(ﬂi) =0
i=1
etdonc M = 0.

Exemple 1.64. On se propose dans cet exemple de remontrer que tout module est
sous-module d’un injectif mais d’une autre maniére. On considerera A un anneau,

M un A-module, et on note M = Homz(M, Q/Z)

+ M est muni d’une structure de A-module a droite via :
(f,a) e Mx A fa(-) = f(a) e M
+ Supposons que M soit projectif, alors

Homz(—, M) := Homz(—, Homz(M, Q/Z))

= Homz(M ® -, Q/Z)
Z

Or M est projectif donc M est plat. Ainsi, le foncteur M ®Z —estexact. Or, parla

proposition 1.26, Q/Z est un Z-module injectif, donc le foncteur Homz(—, Q/Z)
est exact. Ainsi, par composition, le foncteur Homz(—, M ) est exact, ce quinous
assure que M est injectif.

M—>]\§I

A x o (7 g)]
application 7 € M tel que §(x) # 0 et donc j est injective.

+ Considérons l'application j : Six # 0, il existe une

+ Comme M, est un module, il est quotient d'un module projectif que nous
noterons F. On a donc la suite suivante :

0—>F —>M

Alors en appliquant le foncteur contravariant * = Homz(—, Q/Z), on obtient :

M—3F—30
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z

Or comme F est projectif, par ce qui précéde, F est injectif. De plus, via I'injection

j: M — M, on obtient que M € M C F qui est injectif. Ainsi M est un sous-
module d’un module injectif.
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Chapitre 2

Eléments d’algébre homologique

2.1 Homologie et Cohomologie

Les définitions suivantes peuvent étre généralisées aux catégories abéliennes.

2.1.1 Catégorie des complexes de A-modules

SoientI = (I", 6" ) une résolution injective d'un A-module X, F un foncteur additif
covariant de Mod(A) dans Mod(B), par exemple le foncteur Homy4 (M, —).

Remarque 2.1. Etant donné une résolution injective, on a Im(5") = ker(6"*!), mais
en appliquant le foncteur, on n’a pas nécéssairement Im(F(6")) = ker(F(6"*1)). Ce-
pendant, comme le foncteur est additif on a tout de méme Im(F(6")) C ker(F(6"*1)).
En effet,

F(6"™) o F(6") = F(6"* 0 6") = F(0) =0

Cela amene a la définition suivante qui généralise celle de résolution.
Définition 2.2. Soit A un anneau. On appelle complexe de A-modules la donnée
M= (M",d")ou:

1. (M},),ez est une suite de A-modules.

2. Pour tout entier 1, d’une application linéaire d" : M" — M"*!, appelée diffé-
rentielle de degré 7, telle que d"*1 o d" = 0.

On convient de noter M_j, (resp. d_;) si n < 0 au lieu de M" (resp. d").
Exemple 2.3. Les résolutions projectives et injectives de A-modules sont des com-
plexes.

Définition 2.4. On définit la catégorie des complexes de A-mdoules :

+ Soit A un anneau, M = (M",d"), M’ = (M"",d"™") et M” = (M"",d”") des
complexes de A-modules.

+ Unmorphisme f de M dans M’ est la donnée, pour tout n € Z, d"une application
linéaire f" : M" — M'" telle que f"*1 od" =d" o f".
+ Soit g un morphisme de M’ dans M”. Le morphisme composé g o f est le
morphisme (¢" o f")yez
+ Comme précédemment, on notera f_, si n < 0 au lieu de f".
Exemple 2.5. On a vu dans le chapitre précédent des exemples de morphismes de

complexes avec les morphismes de résolutions projectives ou injectives, compatibles
avec une application linéaire.

Proposition 2.6. La catégorie des complexes de A-modules est abélienne.
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Démonstration. Vérifions les axiomes des catégories abéliennes :

+ Soit M = (M",d") et M’ = (M, d"") deux complexes de A-modules. Consi-
dérons f1,f, : M — M’ et g : M — M des morphismes de complexes. On a
immédiatement que pour tout n € Z:

(flf’l _+_f271)og1’l :fli’l Ogi’l +f21’l Ogﬂ

Ainsi, (f; + f2) o g = f1 0 g + f, 0 g. De méme, en considérant, g1,8 : M — M’
etf: M’ — M/, on a directement que fo (g1 + g2) =fogy+fogp

+ On définit le complexe nul 0 = (M",d") ou M" = 0 pour tout n € Z. Intéres-
sons nous aux morphismes de complexes entre 0 et M = (M",d"). Pour cela
considérons en un f. Ainsi pour tout n € Z, f" : 0 — M" est le morphisme nul,
donc f est unique. De méme pour les morphismes de complexes entre M et 0.

+ Considérons My et M, deux complexes de A-modules. Leur somme existe dans
la catégorie des A-modules, c’est M1 @ My = (M} & M}, d] & d})

+ Soit f = (f") un morphisme du complexe M = (M",d") dans le complexe
M’ = (M'",d"™). Considérons i" le noyau de f", le morphisme i = (i") de
(ker(f™), dl”ker ( f”)) dans M’ est le noyau de f. De méme, en notant p = (p")

ot1 p" est le conoyau de f”, le morphisme p de M’ dans (coker(f"),d’") est le
conoyau de f.

+ Comme pour tout 1 € Z, dans les A-modules, f " : coim(f") — Im(f") est un
isomorphisme, cela nous assure que £ : coim(f) — Im(f) est un isomorphisme.

Ainsi la catégorie des complexes de A-modules est abélienne.
|

Définition 2.7. Soient M’, M, M” des complexes. On dit que la suite de morphismes
g

fﬂ

. f N o
de complexes suivante M’ > M > M” est exacte (resp. scindée) si pour

8

tout n € Z, la suite de Mod(A): M > M" > M”" Test.

Proposition 2.8. La catégorie des complexes de A-modules admet des limites inductives et
le foncteur limite inductive filtrante y est exact.

Démonstration. Soit (M, fj)ijer = ((M},d), fji)ijer un systeme inductif de com-

plexes de A-modules indexé par I’ensemble préordonné I. Pour tout n € Z, considé-

rons (M", f')ie; une limite inductive du systeme inductif de Mod(A) (M?, f] ") jel

et d" l'application linéaire limite inductive du morphisme (d}') de (M, ].'}) dans
+1 +1

(M1, fr),

Comme le foncteur limite inductive est additif, cela assure que A"l odn =0
et donc que M = (M",d") est un complexe de A-module. C’est la limite inductive
dans la catégorie des complexes de A-modules du systeme inductif (M;, fj;); jer. Ce
foncteur est exact étant donné 1'exactitude de celui-ci dans Mod(A). [ |

Définition 2.9. Un complexe (M", d") est dit de cochaines si M" = 0 pour tout n < 0.
Un tel complexe est donc la donée d'une suite

d d

0— M Ly M —— s M Ly My

Exemple 2.10. Les résolutions injectives I = (I",d") d’un module fournissent un
exemple de complexe de cochaines (avec la convention I" = 0 pour n < 0).
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Définition 2.11. Un complexe (M", d") est dit de chaines si M" = 0 pour tout n > 0.
Un tel complexe est donc, la donnée d'une suite

d d
> M, —= M, > M — My — 0

Exemple 2.12. Les résolutions projectives P = (P,, d,) d’un module fournissent un
exemple de complexe de chaines (avec la convention P, = 0 pour n > 0).

2.1.2 Homologie et cohomologie

Remarque 2.13. Soit M = (M", d") un complexe de A-modules. La non-exactitude
du complexe (i.e. de la suite de A-modules le définissant) est mesurée par la suite

(H"(M)),,cz de A-modules ott H" (M) = ker(d”)/Im(dn_l).

Définition 2.14. Pour un entier n > 0,
+ les A-modules Z" (M) := ker(d") sont appelés modules des n-cocycles.
+ les A-modules B"(M) := Im(d"~!) sont appelés modules des n-cobords.
+ le A-module H"(M) := A (M)/Bn (M) est appelé n-eme module de cohomologie
du complexe M.
Définition 2.15. Pour un entier n < 0,
+ les A-modules Z,,(M) := ker(d, ) sont appelés modules des n-cycles.
+ les A-modules B, (M) := Im(d,+1) sont appelés modules des n-bords.
+ le A-module H,(M) := Zn (M)/Bn(M) est appelé n-eme module d’homologie
du complexe M.

Proposition 2.16. Considérant £ = (f") un morphisme du complexe M = (M",d") dans
le complexe M’ = (M'", d""). Alors pour tout n € Z,

f"(Z"(M)) € Z"(M’) et f*(B"(M)) € B"(M’)
Démonstration. En effet, comme f est un morphisme de complexes, alors pour tout

entiern € Z, f"lod" =d"m o f"

+ Soit x € Z"(M), d"(f"(x)) = f"*1(d"(x)) = f"*1(0) = 0 d’otr f"(x) € Z"(M’) et
donc f"(Z"(M)) € Z"(M').

+ Soit y € B"(M), il existe donc x € M"! tel que y = d""!(x). Alors, on a
fr(y) = f(@d*1(x)) = d"1(f*"!(x)) € B"(M) et donc f"(B"(M)) C B"(M).
]
Définition 2.17. Etant donné un morphisme de complexes f : M — M. Par la
proposition précédente, f" induit par passage au quotient, une application linéaire
H"(f) : H"(M) — H"(M’) définit comme suit :
+ Soit £" un élement de H" (M) de représentant x” dans Z"(M). On définit

H"(£)(£") = f"(x") mod (B"(M'))

On obtient immédiatement les deux propriétés suivantes :
+ H"(gof) = H"(g) o H"(f)
* H"(1m) = 1pn(my
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Définition 2.18. On définit ainsi, pour tout entier n, un foncteur additif covariant de
la catégorie des complexes de A-modules dans la catégorie Mod(A) :

+ Le n-eme foncteur de cohomologie H"(:) si n > 0.
+ Le n-eme foncteur d’homologie H,(:) sin < 0.
Définition 2.19. Soient M = (M",d") et M’ = (M'",d"") deux complexes de A-
modules, f; = (f") et f, = (f,') deux morphismes de M dans M’
+ Onappelle homotopie de f; et f; la donnée, pour tout entier 7, d'une application
linéaire k" : M™ — M ! telle que f)' = f]' +d"" 1 o k" + k"*! o d".
+ On dit que f; et f, sont homotopes s'il existe une homotopie de f; et f,.

Proposition 2.20. Soient M et M’ deux complexes de A-modules, f1 et £, deux morphismes
homotopes de M dans M'. Alors pour tout entier n, H" (f1) = H"(f2).

Démonstration. Soient & € H"(M) et x" un représentant de & dans Z"(M). Alors par
hypothése, comme f; et f, sont homotopes :

fzn(xn) — fln(xn) + d/n—l Okn(xn) +kn+1 o dn(xn)
— fln(xn)+d/n—1(kn(xn))

Les classes modulos B"(M’) sont donc égales et donc H" (f1)(&) = H"(f2)(&) [ |

Définition 2.21. Deux complexes M et M’ de A-modules sont dit homotopiquement
équivalents s’il existe un morphisme f de M dans M’ (resp. g de M’ dans M) tels que
g o f (resp. f o g) soit homotope a 1y (resp. 1ar).

Remarque 2.22. La proposition 1.38 peut étre énoncée en disant que deux résolutions
projectives (resp. injectives) d"un A-module sont homotopiquement équivalentes. En
effet, étant donne PX et QX deux résolutions projectives de X un A-module, en
considérant ¢ : X — X l'identité, il existe deux morphismes compatible avec ¢;
f: PX - Q¥etg: QX — PX. Alors fo g : Q¥ — QX est un morphisme compatible
avec ¢ : X — X tout comme Idx et donc ceux-ci sont homotopes par le point 3. De
méme pour g o f : PX — PX et Idpx.

Lemme 2.23. Soient M et M’ deux complexes de A-modules homotopiquement équivalents,
F un foncteur additif. Les complexes F(M) et F(M') sont homotopiquement équivalents.
Démonstration.

+ Soit (k" : M" — M’ 1) une homotopie de f; et f,. Alors pour tout n € Z,
comme le foncteur F est additif :

F(fJ) = F(f{") + F(d"" ') o F(k") + F(k"*') o F(d")

Ainsi F(k") est une homotopie de F(f;) et F(f3).

+ si M et M’ sont homotopiquement équivalents alors il existe f : M — M’ et
g: M — M tel que g o f (resp. f o g) soit homotope via (k) a 1m. (resp. a Iyr
via (k})). Alors F(f o g) = F(f) o F(g) est homotope via F(k}) a F(Im) = 1rqm)-
(De méme F(g o f) = F(g) o F(f) est homotope a F(1m') = 1paw) via F(k})).

+ Ainsi F(M) et F(M’) sont homotopiquement équivalents.

]

Corollaire 2.24. Soient M et M’ deux complexes de A-modules homotopiquement équiva-
lents. Pour tout entier n, H*(M) et H" (M) sont isomorphes.
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Démonstration. Si f et g des morphismes tels que g o f (resp. f o g) soit homotope a
1m (resp. 1yr). Alors par la proposition 2.20 :

H"(g) o H"(f) = H"(g o f) = 1gnow) et H"(f) o H"(g) = H"(f o g) = 1pn(w)

Ainsi H"(M) et H"(M’) sont isomorphes. ]
Proposition 2.25. Pour tout entier n, le foncteur H" commute aux limites inductives
filtrantes.

Démonstration.

*+ Soient (M, f;i); jer un systéme inductif de complexes de A-modules indexé par
I’ensemble préordonné filtrant I. Comme la catégorie des complexes admet des
limites inductives, alors on peut considérer (M, £;);cr sa limite inductive.

+ D’autre part, H" est un foncteur covariant, donc (H"(M;), H"(f;;)); jer est un
systeme inductif de A-modules indexé par I. On peut considérer (M’, f/)ies sa
limite inductive.

+ S5ii < j,onales diagrammes commutatifs suivants :

H"(M;) H"(M;)
\f/‘ x”(fi)
H" (1) M H"(£;) H"(M)
/f/'( %’ij)
H"(M;) H"(M;)

Il existe donc une application linéaire ¢ : M" — H" (M) telle que pour touti € I,
H"(fi)=¢@o f/.

+ L'application ¢ est surjective : En effet, si on considere £ € H"(M), x" € Z"(M)
un représentant de £",i € I et x; € M? tels que x" = fl.” (xi). On a alors

d"(x") = d" o fI'(x;) = fUd"(x;) =0

Ainsi, il existe j € I tel que i < j et fj;;+l(dl(1(xi)) = 0, soit d](l( j’;(xi)) = 0.
La classe de f]’f (xi) modulo B"(M;) est un élément de H"(M;). Notons alors
&= f]-'( i (x;)mod[B"(M;)]), On obtient ainsi que

PE) = (£ xImod[B" (M)
= H"(£;)(f}; (x;)mod[B" (Mj)])
= fi'(fi(xi))mod(B" (M)
= fi'(xi)mod(B" (Mj))
= H"(fi)(x")
= én
+ L'application ¢ est injective. En effet, si on considere &’ € ker(¢p), et pour
i€l éle H™(M;) tels que &' = fl.’(cf?). Alors
0=¢(&) = (po f)&) =H"(fi)(&)

Soit x!' € Z"(M) un représentant de . Alors d!' o f"(x') =0 = fl.””(df(x?)).
Il existe donc j € [ tel que i < j et f].'}”(df(xz’?)) = 0, soit d?( ].’}(xz’?)) = 0. Pour
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un tel j, on a donc H"(f;;)(£}') = 0 et, par conséquent, &’ = fi(&!) = 0 comme
limite inductive.

* Ainsi on a donc

lim(H"(M;)) = M = H"(M) = H" (lim(M;))

2.1.3 Suite exacte d’homologie ou de cohomologie

Théoréme 2.26 (suite exacte d’homologie ou cohomologie). Soient A un anneau et une
suite exacte (E) de complexes de A-modules suivante :

0 — M = (M",d") —Ls M= (M, d") -2 M7 = (M"",d"") — 0

Il existe pour tout entier n une application A-linéaire 6% de H"(M”) dans H (M) telle
que la suite suivante soit exacte

n HYI 611
-e» — H"(M') H—(f)> H"(M) A(g H"(M”) —s H”“(M’)
Démonstration.

+ Etant donné la suite exacte (E) de complexes, on a pour tout n € Z, le diagramme
commutatif a lignes exactes suivant :

n

8

O > M/ﬂ f > Ml’l > M/ln H 0

l m l . l -
n+1

0 _) Mm+1 fn+1> M" 8 > Mﬂn+1 _) 0

Par le diagramme du serpent, cela implique la suite exacte suivante :

0 — Z2"M') —— Z"(M) —— Z"(M") j

[‘> coker(d") —» coker(d") —» coker(d”") — 0
Or, puisque d"*1(B"*1(M)) = d"*! o d"(M") = 0, 'application
dn+1 :Mn+1 - Im(dn+1) - ker(dn+2) — Zn+2(M)

induit une application A-linéaire

n+1
a” : coker(d") = M /Bn+1(M) — Z"2(M)
1
Or en notant 7w : M"*! — M /B”+1(M)’ on a donc a” o © = d"*l. Ainsi,

Im(a") = Im(d"*!) = B"*2(M). On a de plus le diagramme commutatif (par
définition de morphisme de complexes) a lignes exactes suivant :
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coker(d’™) —— coker(d") —— coker(d”") — 0

lﬂ " la ' la .

0o — Zn+2(M/) — Zn+2(M) _ Z”+2(M”)

En appliquant a ce diagramme le lemme du serpent et en remarquant que :
n+2 n+l
coker(a") = Z (M)/B”+2(M) et ker(a") = Z (M)/Bn+1 (M)

On tire la suite exacte :

n+1 n+1 s+l
H"H(M’) H (f)> H”H(M) H (g)} H”+1(M”) E }H”+2(M’)

*+ Of est obtenu comme suit : Considérons x”" € Z"(M”) et notons Xx”" sa classe
module B"(M”). Comme le morphisme g est surjectif, il existe x” € M" tel que
x”" = ¢g"(x"). Or d"(x") appartient a B"*1(M) et

gn+1(dn(xn)) — dun(gn(xn)) — dnn(xnn) =0
Ainsi d"(x") € ker(g"*!) et comme ker(g"*!) = Im(f"*!), il existe x""*! €
M @ (x) = frF (3. Comme d"* o d" = 0, on voit que

fn+2(dm+1(xln+l)) — dn+1 o f/n+1(x/n+1) — dn+1 o dn(xn) =0

Comme f"*2 est injective, on en déduit que d’"*!(x"**1) = 0. Par conséquent,
x*1 e Z"m1(M’). On définit donc Op(x”") comme la classe ¥ de x
modulo B"*1(M’)

Théoréme 2.27 (Fonctorialité de 6}). Considérons le diagramme commutatif a lignes
exactes de complexes de A-modules suivant :

0o—-M St sM—EsmM —0
bbb
4 fl gl 4

0 — M, > My >M;” — 0

Alors le diagramme suivant est commutatif :

67’1
H" (M//) E s Hn+1(Mr)

H”(a”) H"H(a')
o

H™"(My”) —= H"™(M))

Démonstration. Soient £" € H"(M”) de représentant x”" dans Z"(M”). Comme g
est surjectif, il existe x” € M" tel que x”" = g"(x"). Or comme dans le théoreme
précédent, ¢"1(d"(x™)) = d”"(g"(x")) = d”"(x”") = 0, donc d"(x") € ker(g"*?!). Or
ker(g"*!) = Im(f"*1), il existe donc x"*!1 € M""*1,d"(x") = f**(x"**1) et on a vu
dans le théoréme précédent que x"*! € Z"*1(M).
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+ D’une part, a”"(x”") est une représentant de H"(a”)(&"), eton a
al/l’l(xlll’l) — alii’l(gn(xl’l)) — g¥(an(xi’l))
De plus,

dy(a"(x") = a1 (d"(x"))
— an+1(fn+1(xm+1))

— f1n+1 (a/VH—l (x/n+1))

donc 6g1 (H"(ﬂl")(é")) — a’””(x’””) mod (B”H(M’l))
+ D’autre part, 03(&") = x™*1 mod (B"*1(M)), et donc

H””(a’)(ég(é”)) — Hn+l(a/)(x/n+l mod (Bn+1(M/)))
— a/n+1(xm+1) mod (Bn+l(Mr1))
= &3 (H"(@")(&"))

Ce qui nous donne la commutativité du diagramme. [ ]

2.2 Foncteurs dérivés de foncteurs d’une variable

2.2.1 Foncteurs dérivés droits d’un foncteur additif covariant

Soit F un foncteur additif covariant de Mod(A) dans Mod(B). Commengons par
quelques remarques qui proviennent toutes de résultats précédents :

+ Considérons Y un A-module, I = (I",d") et I’ = (I'"",d"") deux résolutions
injectives de Y. Ces deux résolutions sont homotopiquement équivalentes (par
la proposition 1.38 et la remarque 2.22).

+ Des lors, par le lemme 2.23, les complexes F(I) et F(I') sont donc homotopique-
ment équivalents. Alors par le corollaire 2.24, pour tout entier 1, il existe un
isomorphisme ¢" : H"(F(I)) — H"(F(I')).

+ Pour la suite, on notera donc Iy la résolution injective fonctorielle de Y définie
a la remarque 1.41

Notation 2.28. On notera pour la suite R"F(Y) = H"(F(Iy)).

+ En considérant ¢ : Y — Y’ une application A-linéaire. Par la proposition 1.38, il
existe un morphisme f : Iy — Iy compatible avec ¢. Si on considére un autre tel
morphisme g, ceux-ci sont homotopes, alors F(f) et F(g) sont aussi homotopes,
et pour tout entier n, H"(F(f)) = H"(F(f)) par la proposition 2.20. L'applica-
tion H"(F(g)) : R"F(Y) — R"F(Y’) est donc indépendante du morphisme f
prolongeant ¢.

Notation 2.29. On notera pour la suite R"F(¢p) = H" (F(f)).

Proposition 2.30. Si F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif covariant, alors
R"F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif covariant.

Démonstration. Par les remarques introductives, le foncteur R"F est bien défini sur
les objets et sur les morphismes. Montrons que c’est un foncteur additif covariant.
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— Considérons Y, Y’, Y” trois A-modules, ¢ € Homa(Y’,Y) et € Homa(Y, Y”).

R"F(yp o @) = H"(E(¢ 0 9))
= H"(F() o F(¢)) car F est covariant
= H"(F(y)) o H"(F(¢)) car H" est covariant
= R"F(Y) o R"F(¢)

— R"F(ly) = H"(F(1y)) = H"(1g¢y)) = L1ang(y)) = 1r7E(Y)
— Considérons @1, 2 € Homa(Y’, Y), en utilisant successivement que F et H” est
additif, on obtient que R"F(¢1 + ¢2) = R"F(¢1) + R"F(¢p2)
]

Définition 2.31. Si F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif covariant, on
appelle le foncteur R"F le n-éme foncteur dérivé droit de F.

Remarque 2.32. Sile A-module Y est injectif, on peut prendre la résolution injective
de Y la résolution (I",d") avec I = Y et I" = 0 pour n > 1, alors R"F(Y) = 0 car
isomorphe a H" (F(I))

Théoreme 2.33. Soient A et B deux anneaux, F un foncteur additif covariant exact a gauche
de Mod(A) dans Mod(B) et le diagramme commutatif a lignes exactes de Mod(A) suivant :

0—Y sy _Yey 5o
0— Y v v —o

On a alors un diagramme commutatif a lignes exactes :

59 1 1
0 — F(Y') =2 By) 2 pryr) 2y R1p(y) 22 Ripyy B2 Ripyry

\LF(a’) \LF(a) \LF(a”) p \LRlF(oc’) \LRIF(oc) \LRlF(a”)

F F(y1) R'F RF
0 — F(Y) —2% F(yy) —2% Fv7) —Ls RIF(Y) o RIF(Y;) 2 RIE(Y;”) — -

Démonstration. La preuve va se faire en deux temps : I'existence et I'exactitude de
chaque ligne, puis le caractére commutatif du diagramme.

* Soit 0 — Y’ L Y L Y” —» 0 une suite exacte de Mod(A). Alors
en considérant Iy, et Iy~ des résolutions injectives de Y’ et Y”, par la proposi-
tion 1.43, il existe I = Iy» @ Iy~ résolution injective de Y telle qu'on ait la suite
exacte de complexes de cochaines suivantes :

0—Iy —Ss1 851, —30

La suite précédente est scindée, et comme tout foncteur additif transforme une
suite exacte scindée en une suite exacte scindée, on obtient donc la suite exacte

suivante :

0 — FIy) —25 F(1) &% FIy) — 0
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Comme I et Iy sont des résolutions injectives de Y, pour tout entier 7, il existe
une application linéaire u" : [" — I telle que

H"(F(u)) : H"(F(I)) — H"(F(Iy)) = R"F(Y)

soit un isomorphisme.

Par le théoreme 2.26, cela fournit le diagramme commutatif a lignes exactes
suivant :

0 — HOE(Iy)) = RF(Y") 259 poery) & po(g(ry.) = ROF(Y”)

o~ T

H°(F(Iy)) = R°F(Y) H'(E(Iy’)) = R'F(Y’)

i

j
[» oo — HY(B(1y)) = RE(Y) 229 b pny) 58 (1) = RPB(YT) o

R”Fm \Lz /”F(q),)

H"(F(Iy)) = R"F(Y)

On en déduit alors la suite exacte des foncteurs dérivés droits :

0 0 50 1 1
0 — ROF(Y") 2% RoF(y) % RoR(y7) 5 RIF(Y) T2 RIF(Y) X RIF() > -

Or comme le foncteur est exact a gauche, I'exactitude de la suite

0—y—-30 _4Lyp

implique donc celle de la suite :

0 — F(v) =% F19) 29 Fal)

Puisque B(F(Iy)) = 0 et Z°(F(Iy)) = ker(F(d°)), F(¢) est un isomorphisme
fonctoriel (en Y) de F(Y) sur ker(F(d")) = R°F(Y).
On a donc obtenu 'exactitude de la suite

0 1 1
0 = F(Y) 2 k) 29 Byry B RIE(Y) 9 RIE(Y) B2 RIE(YT) 5

+ La commutativité du diagramme provient de la commutativité du diagramme
issue du théoreme 2.27.

2.2.2 Foncteurs dérivés gauches d’un foncteur additif covariant

Toute la construction est analogue en remplacant les résolutions injectives par des
résolutions projectives. Soit F un foncteur additif covariant de Mod(A) dans Mod(B).
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+ On notera pour la suite PY la résolution projective fonctorielle de Y définie a la
remarque 1.41.

Notation 2.34. On notera pour la suite L,F(Y) = H,(F(PY)) et L,F(¢) = H,(F(f))

Proposition 2.35. Si F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif covariant, alors
L,F: Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif covariant.

Définition 2.36. Si F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif covariant, on
appelle le foncteur L, F le n-eme foncteur dérivé gauche de F.

Remarque 2.37. Sile A-module Y est projectif, on peut prendre la résolution projec-
tive de Y la résolution (P,,,d,) avec Py = Yet P, =0 pour n > 1, alors L,F(Y) = 0 car
isomorphe a H" (F(P))

Remarque 2.38. Si le foncteur F est exact a droite, on déduit de 'exactitude de la
Y

. Y d; Y € .
suite P; > Py > Y —> 0 celle de la suite

4y .
F(PY) % F(PY) 2% F(y) — 0

Par conséquent F(¢) définit, par passage au quotient, un isomorphisme fonctoriel (en
_F®@))
Y) du module LoF(Y 0/ vy, sur le module F(Y).
) oF(Y) Im(F(d;)) (Y)

On obtient comme précédemment un théoréme suivant :

Théoréme 2.39. Soient A et B deux anneaux, F un foncteur additif covariant exact a droite
de Mod(A) dans Mod(B) et le diagramme commutatif a lignes exactes de Mod(A) suivant :

005y sy _Yyy g
la/ la a//
0— v v 2y —o

On a alors un diagramme commutatif a lignes exactes :

, LiF( L1K( ., oF ~ E@) F(y) .
o L) 22 LR 22 LR —2s B —2 B(Y) — 2 B(Y7) — 0
\LLlF(a’) \LLlF(a) \LLlF(a”) . \LF(a’) \LF(D{) \LF((X”)

LiF LiF(y) 5 F K(
e LEY) Y LRy Y LEY) s BY) S B S B ) — 0

2.2.3 Foncteurs dérivés droits d’un foncteur additif contravariant

La construction est analogue avec les résolutions projectives. Il faut juste faire at-
tention au caractére contravariant du foncteur. Soit F un foncteur additif contravariant
de Mod(A) dans Mod(B).

+ On notera pour la suite P la résolution projective fonctorielle de Y définie a la
remarque 1.41.

Notation 2.40. On notera pour la suite R"F(Y) = H"(F(PY)) et R"F(¢p) = H"(F(f))

Proposition 2.41. Si F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif contravariant, alors
R"F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif contravariant.
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Définition 2.42. Si F : Mod(A) — Mod(B) est un foncteur additif contravariant, on
appelle le foncteur R"F le n-éme foncteur dérivé droit de F.

Remarque 2.43. Sile A—mod~ule Y est projectif, on peut prendre la résolution projec-
tive de Y la résolution (P,,d,) avec Py = Y et P, =0 pour n > 1, alors R"F(Y) =0
car isomorphe a H"(F(P)).

Remarque 2.44. Si le foncteur F est exact a gauche, on déduit de 'exactitude de la
Y

. Y dy Y 3 .
suite P, > P, > Y — 0 celle de la suite

F(e)

yy FE) Y
0 — F(Y) —2 F(PY) —= F(P))

Par conséquent F(¢) définit, par passage au quotient, un isomorphisme foncto-
riel (en Y) du module F(Y) sur le module ker(F(d{ )) = ROF(Y) (car BO(F(PY)) =
Im(F(d))) = 0 et Z°(F(PY)) = ker(F(d,))).

On obtient comme précédemment un théoréme :

Théoreme 2.45. Soient A et B deux anneaux, F un foncteur additif contravariant exact a
gauche de Mod(A) dans Mod(B) et le diagramme commutatif a lignes exactes de Mod(A)

suivant :
P Y

00— Y > Y > Y — 0
la/ la a//
0 =Y 2y v o

On a alors un diagramme commutatif a lignes exactes :

50 1 1
0 — F(v") ¥ my) 29 pivry) 25y RIF(Y) 5 RIp(y) 25 RiIp(yy —

F(a”)T F(a)T F(az’)T 0 RlF(a”)T RlF(a)T RlF(a')T

F F
0 — Ry S (p1),

RYF(yy) R'F(¢y)
s (1)~ F(Y]) —3 RUE(Y]) 8 RUF(vy) 28 RIF(Y]) — -

2.3 Foncteurs Ext et Tor

2.3.1 Foncteurs Ext

Définition 2.46. Soient A un anneau et X un A-module. On appelle et note Ext’y (X, —) =
R"Homx (X, —) le n-éme foncteur dérivé droit du foncteur Homu4 (X, —).

Remarque 2.47.

1. Auvudela définition des foncteurs dérivés droits, le foncteur Ext’ (X, —) est ad-
ditif covariant de Mod(A) dans Ab fonctoriellement isomorphe a Homx (X, —)
sin = 0ettel que Ext}(X,Y) =0sin > 1etY estinjectif.

2. Onaimmédiatement toutes les propriétés associées aux foncteurs dérivés droits
(suite exacte longue, etc..).

3. Nous allons voir maintenant qu’il est possible de définir Ext} (X, —) comme un
foncteur additif contravariant de Mod(A) dans Ab de la variable X.
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Proposition 2.48. Soit X', X des A-modules, f : X" — X une application linéaire, et Y un
A-module. On a un diagramme commutatif :

Hom(X, e Hom(X,d%)
0 —> Homa(X,Y) M)H (X,Ig,) ¥ > Homa(X,I}) —— -+~

\LHom(f,Y) \LHom(fI ) \LHom(f,Iﬁ)

0 —> Homa(X', Y} oy Homa(X', I ) > Homa (X', I}) —— -

om(X’, do

et (Hom(f, I}))nen est un morphisme du complexe (Homa (X, I3), Hom(X, d{}))nen dans le
complexe (HomA(X’ V), Hom(X’, dy}))nen.

Démonstration. Cela est immédiat et provient du fait que Homa(—, —) est un bi-
foncteur covariant en la premiere variable, contravariant (et exact a gauche) en la
seconde variant. ]

Définition 2.49. On définit1’application linéaire Ext); (f, Y) de Ext); (X, Y) dans Ext’, (X', Y)
comme étant H" (Hom(f, I{/))men)-

Proposition 2.50. Les applications X +— Ext)}(X,Y) et f = Ext))(f,Y) définissent pour
tout A-module Y un foncteur contravariant addztzf de Mod(A) dzms Ab.

Démonstration. Nous allons montrer que ces applications définissent bien un foncteur
contravariant puis que celui-ci est additif

— On observe tout d’abord qu’en considérant g : X — X” une application linéaire

que (Hom(g o f,I}))nen = (Hom(f, I{))nen © (Hom(g, I{))nen car Homa(—, Y)
est contravariant pour tout A-module Y. Alors pour tout entier naturel n,

Extl(g o f,Y) = Ext(f, Y) o Ext(g, Y)
— On ade plus que

Ext’}(1x,Y) = H"(Hom(1x, I}/ ) men)
= H"(Hom(X, I )men)
= R"(Homa(X, -))(Y)
= Extff‘(X, Y)

= 1exn (x,v)

On a ainsi que les applications définissent un foncteur contravariant.

— Le caractere additif provient immédiatement du caractere additif de H" et de
Hom.

Remarque 2.51. Sile A-module X est projectif, la suite suivante est exacte

Hom(X

0 — Homu(X, ¥) 255 Hom, (X, 19) ) ) o (X, ) — -

on obtient donc par définition que Ext)}(X,Y) =0sin > 1

Théoréme 2.52. Soient A un anneau X, X’, X” et Y des A-modules et la suite exacte de
Mod(A) suivante :

0—x Ly x Ly x50
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On a alors la suite exacte des Ext par rapport a la variable X suivante :

H Y H Y S
0 —— Homa(X”,Y) ) Homa(X, Y)Y Homa(x!, v) —2s Ext} (X", Y)

!

J
. Ext’ (g,Y) Ext (f,Y)
[» Ext! (X', Y) 25 Ext(X”,Y) 55 Extt*(X, Y) XAl Ext (X, Y) ——— -

Démonstration. Comme pour tout n > 0, le A-module I{} est injectif, alors la suite
suivante est exacte

. nHom(g,Ig) nHom(f,Ig) -
0 — Homu (X 'IY) —— Homyu (X, IY) —— Homu (X 'IY) — 0

Des lors, cela donne I'exactitude de la suite de complexe

” (Hom(g,I}))n (Hom(f,I3))n /
0 — (Homa(X”, I"))err —— (Homa(X, I"))nerr —— (Homa (X', 1)) ey — 0

Alors en appliquant le théoréme 2.26 couplé a 'existence d’un isomorphisme fonc-
toriel de H'(Homa (X, I})) sur Homy (X, Y), on obtient le résultat souhaité. [ |

Remarque 2.53.

1. On a donc vu que I'on peut voir Ext’; (X, —) comme un foncteur de la seconde
variable ou comme un foncteur de la variable X.

2. Le foncteur Ext} (-, —) est un foncteur de deux variables. Etant donné f : X’ —
X etg:Y — Y des applications linéaires. On a le diagramme commutatif de
complexes suivant o1 g est un morphisme du complexe (I;},, dg,)neN dans le
complexe (I, d})nen prolongeant g :

Hom(X,
(Homa(X, I2,), Hom(X, d2, et 8 (Homp (X, 1), Hom(X, d%))en
(Hom(f,lﬁ,))l \L(Hom( £1)

(Homa(X, I1,), Hom(X’, 2, et os®(Hom (X!, 1), Hom(X, d2))pex

On obtient donc un diagramme commutatif des n-émes modules de cohomo-
logie, avec les notations précédentes :

" , Ext; (X,8) "
Ext’) (X, Y) ——=% Ext(X,Y)

Ext)} (f,Y’)\L \LEth(f,Y)
n ’ ’ Eth(X’,g) n ’
Ext} (X', Y") ——— Ext}(X’,Y)

Ainsi

Ext’} (f, g) = Ext}(X’, g) o Ext}, (f,Y’)
= Ext)y(f,Y) o Ext} (X, g)

3. Le résultat suivant le lemme donne une autre possibilité de calculer Ext); (X, Y)
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Lemme 2.54. Soit U L} V —= W une suite avec a injective. Alors la suite
0 — Im(a o) BN Im(«) L coker(B) —> 0 ou ¢ est l'injection naturelle et

Y l'application qui @ w = a(v) fait correspondre v mod (Im(p)).

Démonstration. 1 estimmédiatement surjective par définition. Il reste a montrer que
ker(¢) = Im(¢). Pour cela :

w € ker(¢) & w=a(v)ouv =p(u)avecu € U
S w=aof(u)
e w € Im(a o f) =Im(¢)

Théoreme 2.55. Soient A un anneau, X et Y des A-modules. Il existe un isomorphisme
fonctoriel en X et Y de Ext}(X,Y) sur le n-¢me module de cohomologie du complexe
(HOT}’ZA(PZ.X, Y)/ Hom(dlx, Y))iGN

Démonstration. On va démontrer cette propriété par récurrence sur n € N.
n = 0: Par exactitude a gauche du foncteur contravariant Homu(—, Y) la suite exacte

suivante :

X Hom(dX,Y
0 — Homa(X, V) ™Y Hom, (X, v) 220 Homy (P, Y)

Dés lors, Hom(e%, Y) réalise un isomorphisme fonctoriel de Homu (X, Y) sur
Im(Hom(eX, Y)) = ker(Hom(d¥, Y)). Or, ker(Hom(d¥, Y)) n’est rien autre que
HO((HOHIA(PZ.X, Y)/ Hom(le, Y))iEN)'

n =1: Notons Rf = Im(df( ). On une suite exacte, fonctorielle en X :

X X
0 — RX 25 PX¥ 5 X — 0
On obtient, par le théoréme 2.52 la suite exacte des Ext suivante :

Hom(eX,Y Hom(AX,Y)

0 — Homa(X, V) 2% Hom, (PX, V) 22 Hom, (RX, v) —2 Ext! (X, Y)

!

Ext} (PX,Y)

Or Pé( étant projectif, alors Ext}L1 (PX,Y) = 0etdonc Ext}{ (X,Y) = coker(Hom(A%, Y)).

dX
D’autre part, comme on a la suite P2X 2 Pf( > Rf —> 0 onale

diagramme commutatif a ligne exacte suivant

x a x Hom(d;,Y) x
0 — Homu(R7',Y) —— Homy(P;',Y) ——— Homa(P5,Y)

Hom(/\X’Y)T %omzdf,w

Homu (PX,Y)
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Deés lors
X
Hl((HomA(PiX/ Y)/ Hom(dzxr Y))i€N) = ker(Hom(d ! Y))/Im(Hom(dX, Y))

- Im(a)/lm(a o Hom(A%, Y))

En appliquant le lemme précédent avec f = Hom(A%,Y), On obtient que ¢
induit un isomorphisme de H' ((HomA(Pl.X, Y), Hom(d IX ,Y))ien) & valeurs dans
coker(Hom(A%, Y)) = Ext}q(X, Y).

n > 1: Supposons le théoreme démontré pour n > 1. De la suite exacte

0 — RX 225 pX 25 x 5 0

on tire avec le fait que P est projectif celle des Ext suivante :

n+1

0 = Ext! (PX,Y) — Ext!(RX,Y) —— Ext'*!(X,Y) — BExt""!(PX,Y) =0

ol u?{rl est fonctoriel en X et Y.

Par hypothése de récurrence, il existe un isomorphisme fonctoriel en X et Y
¢% , de Ext) (X, Y) sur H”((HomA(PiX, Y), Hom(dl.x, Y))ien). On commence par
observer que :

aX ax
» P~ PY 1>P§yo

. R
Ainsi pour tout entier naturel i, P, ' = Pi}il et donc que

> PY

~
-

RX RX
H™!((Homa (P}, Y), Hom(d}, Y))iew) = H"(Homa(P; ", Y), Hom(d; ', Y))ex)

Alors ¢% o (ux*!)™! est donc un isomorphisme fonctoriel en X et Y de

Ext}*}(X,Y) sur H”*l((HomA(PiX, Y), Hom(dl.x, Y))ien).
|
Proposition 2.56. Soient A un anneau, X un A-module. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
i) X est projectif.
it) Ext’y(X,Y) = 0 pour tout A-module Y et tout entier n > 1.
iif) Extz(X, Y) = 0 pour tout A-module Y.

Démonstration.
i) = ii) : C’est une conséquence immédiate du théoreme précedent.

ii) = iii): Casn =1.
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iii) = i): Soit 0 — T % Z —% 5 X — 0 une suite exacte avec Z projectif. Alors,

par suite exacte des Ext, on obtient la suite exacte suivante

H X H X
0 — Homa(X, T) 2% Hom, (X, 2) X Hom, (X, X) —> Ext} (X, T) = 0

Or Idx € Homa(X, X), et par surjectivité de Hom(X, g), on obtient donc I'exis-
tence de h € Homa (X, Z) tel que g o h = Idx. On en déduit donc que X est un
facteur direct de Z projectif, donc X est projectif par le corollaire 1.8.

[
Proposition 2.57. Soient A un anneau, Y un A-module. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
i) Y est injectif.
ii) Ext,(X,Y) = 0 pour tout A-module X et tout entier n > 1.
iii) Extz(X, Y) = 0 pour tout A-module X.

Démonstration.

i) = ii) : C’est une conséquence immédiate de la définition de Ext’j (X, —) comme fonc-
teur dérivé droit.

ii) = iii): Casn =1.

iii) = i): Soit 0 — Y % Z —£5 T — 0 une suite exacte avec Z injectif. Alors,
par suite exacte des Ext, on obtient la suite exacte suivante

Y Y
0 — Homa(T,Y) 55 Homa(Z, ¥) LS Homa(Y, Y) — Ext!(T,Y) =0

Or Idy € Homyu(Y, Y), et par surjectivité de Hom(f, Y), on obtient donc l'exis-
tence de i € Homu(Z,Y) tel que h o f = Idy. On en déduit donc que Y est un
facteur direct de Z injectif, donc Y est injectif par le corollaire 1.9.

2.3.2 Foncteurs Tor

Définition 2.58. Soient A un anneau, X un A-module & droite. On appelle et note
Tord(X,-) = L,(X &) 4 —) le n-eme foncteur dérivé gauche du foncteur X (X) , —

Remarque 2.59.

1. Au vu de la définition des foncteurs dérivés gauche, le foncteur Tor‘,;‘ (X, —) est
additif covariant de Mod(A) dans Ab fonctoriellement isomorphe a X (X) , — si
n =0 et tel que Tor (X, Y) = 0sin > 1et Y est projectif.

2. On a immédiatement toutes les propriétés associées aux foncteurs dérivés
gauche (suite exacte longue, etc..)

3. Nous allons maintenant voir qu’il est possible de définir Tor’ (X, —) comme un
foncteur additif covariant de la variable X.
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Proposition 2.60. Soit X', X des A-modules, f : X’ — X une application linéaire, et Y un
A-module. On a un diagramme commutatif :

, YIdX’ ® d){ , Y , YIer ® SY ,
'_>X®AP —>X®Apn—1_>"'—>X®A —>X®AY_>0
\Lf@lde \Lf®IdP:71 \Lf@ldpy \Lf@ldy

Id dY Id €
XY Y X @, 2L, > x @, P S X ®, Y — 0

et (fQ Idpy)nen est un morphisme du complexe (X’ QA PY, Idx R dY)nen dans le
complexe (X R) , PY, Idx R df nen.

Démonstration. Cela provient immédiatement du fait que — (X) , — est un bi-foncteur
additif covariant exact a droite en ses deux variables. [

Définition 2.61. On définit I'application A-linéaire Tor’;}( f,Y) de Torﬁ(X’ ,Y) dans
Tor? (X, Y) comme étant H,((f X Idpy)nen)-

Proposition 2.62. Les applications X + Tor’(X,Y) et f > Tor(f,Y) définissent pour
tout A-module Y un foncteur additif covariant de Mod(A) dans Ab.

Démonstration. Nous allons montrer que ces applications définissent bien un foncteur
covariant puis que celui-ci est additif.

— Enconsidérant unapplication ¢ : X — X”,onatoutd’abord que (g o f X I dpy)nen =

(303 Idpy)neno (f X Idpy )nen car — &) 4 Y est un foncteur covariant pour tout
A-module Y. Alors, pour tout entier naturel 7,

Tory (g o f,Y) = Tori(g,Y) o Tor, (f, Y)

— On ade plus que

Tory!(1x, ) = Hy((Idx (X) Idpy )mer)
= H,((Idx @ Idpy )men)

= La(X () -)(Y)
A

A
= Tor,(X,Y)
= 1Tor{j(x,y)
On a ainsi que les applications définissent un foncteur covariant.

— Le caractere additif provient du caractere additif de H, et de — (X) , —
|

Remarque 2.63. Si le A-module X est projectif, (donc plat), on voit que la suite
suivante est exacte :

Idy ® dY

o X, P X R, P B X ®, Y — 0

On obtient donc par définition que Tor/; (X, Y) =0sin > 1.
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Théoréme 2.64. Soient A un anneau X, X’, X” et Y des A-modules et la suite exacte de
Mod(A) suivante :

0— x Ly x Ev x5

On a alors la suite exacte des Tor par rapport a la variable X suivante :

ey Tor (X, Y) P o (X, vy S o (x 7, vy <Oy Tor* (X', Y)

i

J
[%Torf(X”,Y)i)X’(gA SO v,y £ @) Y —— 3 0

Démonstration. Comme pour tout n > 0, P) est projectif et donc plat, alors la suite
suivante est exacte

®Idy ®
00— X' ®,PY —"> X Q4P —> X" Q,PY —— 0

Dés lors, cela donne que la suite de complexe est exacte

®IdPY)nEN ®Ide)n€N

0—— (X’®AP )neN —> ( ®AP )neN —> (X"®AP )neN — 0

Alors par le théoreme 2.26 couplé a 'existence d'un isomorphisme fonctoriel de
HY(X @4 PY)sur X (X, Y, on obtient la suite longue d’homologie attendue. n

Remarque 2.65.

1. On a donc vu que I'on peut voir Tor? (-, —) comme un foncteur de la premiére
ou seconde variable.

2. Lerésultat suivant le lemme donne une autre possibilité de calculer Tor‘,;‘(X, Y).

Lemme 2.66. Soit U —— V i} W une suite avec a surjective. Alors la suite
0 — ker(a) SN ker(p o ) L ker(B) —> 0 ou @ est 'injection naturelle et

la restriction de «.

Démonstration. La surjectivité de 1) provient directement de celle de a. D’autre part,

x € ker(y) & x € ker(a)
© x € Im(p)

La suite est donc exacte. [ ]

Théoreme 2.67. Soient A un anneau, X et Y des A-modules. Il existe un isomorphisme
fonctoriel en X et Y de Tora(X,Y) sur le n-éme module de cohomologie du complexe

(PXR Y, df @ Idy)icn.

Démonstration. On va démontrer le résultat par récurrence sur n.
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n = 0: On a la suite exacte suivante

PR, Y S PR, Y B X ®, Y — 0

Par conséquent, eX ® Idy définitunisomorphisme de Py ®A /ker( eX ® Idy)

sur X&), Y
Or d’une part,

X X
fo @ “ker(eX ®Idy)_P @ “im(@dy X) Idy)

_ ker(dé(

Idy)
&), Im(dy (X) Idy)
= Ho((P; ® Y, dif ® Idy)ien)
A
et d’autre part X X) , Y = Toré (X, Y). On a donc bien un isormophisme de de

Ho((P; ®A Y, dg ® Idy)ien) sur Toré(X, Y).

n =1: Notons R{( = Im(df ). On a la suite exacte suivante

~
o

0 — RY > Py > X

On obtient donc la suite exacte des Tor suivante :
O:Tor‘f(PX,Y) — Torf(X,Y) — Rf@AY — Pé((X)AY — X®AY — 0

Alors Tor{'(X, Y) = ker(RX @), Y — PX (), Y). Or, on a le diagramme com-
mutatif a ligne exacte suivant :

AX R 1d
PR EES P @, Y~ RE®, Y — 0

s~ Y

Py @aY
Des lors,
X
(P Qv @) 1)) =< ®1dY)/1m(dX Q) 1dv)
T 2
_k
= ker(f o a)/ker(oc)

Or, en utilisant le lemme précédent, on obtient que 1 induit un isomorphisme
de Hi(P¥ @, Y, d} @ Idy)iew) = ker(f o a)/ker(a) sur ker(g) = Tor{ (X, Y).

n > 1: Supposons l'assertion vérifiée pour l'entier n > 1 et pour tout couple (X, Y) de
A-modules.
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On a la suite exacte suivante provenant du fait que Py est projectif :

X
0 =Tor, (PX,Y) — Tor’,,(X,Y) =3 Tord(RX,Y) — Tord(PX,Y) =0

Or, par hypothese de récurrence, il existe un isomorphisme fonctoriel en X
et Y %, de Tor (X, Y) sur Hu(PX Q)4 Y, d @ Idy)ien). On commence par
observer que :

> PX

~
~

e

™

~

e

=

/ ~
g~

<

~

>

(@]

. . . RX
Ainsi, pour tout entier naturel 7, Pi b= Pl?il et donc que

RX RX
Husa (P ® Y, dX ® Idy)ien) = Ha((P; " ® Y, d " ® Idy)ien)
A A

X
n+1

dans Hn+1((PiX XY, diX () Idy)ien) ce qui acheve la récurrence.

Ainsi ¢y | ou, , estunisomorphisme fonctoriel en X eten Y de Tor?, (X, Y)
¥

2.4 Applications des foncteurs Tor aux modules plats
2.4.1 Caractérisation des modules plats par les idéaux de type fini
Proposition 2.68. Le foncteur Tor’ (M, —) commute aux limites inductives filtrantes.

Démonstration. Soient (Nj, fji)i jer un systéme inductif de A-modules indexé par I'en-
semble préordonné filtrant I, et notons (N, f;);es sa limite inductive.
Considérons (P;, d;)ien une résolution projective du A-module M. On obtient le
systeme inductif de complexes de cochaines suivant (P, ) 4 Ni, d, Q) Idn;,), (Idp, ) fji))ijer-
Sa limite inductive est donnée par (P, ) 4 N, du &) Idn), (Idp, Q) fi))iel-
Or par commutation aux limites inductives de H,, et du foncteur — ® —, alors,
pour tout m € N,

Tory, (M, N) = Hy(Px QQ N, d () Idn)
A
= Hyy (im(P, () Ni, d () Id,), lim(Idp, (X) i)
A
= lim(Hu((Px ® N, dy ® Idn,), (Idp, ® fii)
A

= li_rr;(TorfZ (M, Ny), Torp, (M, fii))
|

Théoréme 2.69. Soient A un anneau commutatif, M un A-module. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
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i) M est plat.
ii) Tor? (M, N) = 0 pour tout A-module N.
iii) Tor{(M, N) = 0 pour tout A-module N de type fini.
iv) Torf(M,A/a) = 0 pour tout idéal a de A.
v) Tor{(M, A/a) = 0 pour tout idéal de type fini a de A.
vi) L'application canonique Y, x; ® a; € M Q) 4 a > X a;x; € M est injective pour tout
idéal (resp. tout idéal de type fini) a de A.
Démonstration.
i) = ii): Soit 0 —» R — L —» N — 0 une suite exacte avec L projectif. On a alors
la suite exacte suivante :
Tor{'(M,L) — Tor}(M,N) — M@, R > MK, L
Or L étant projectif, alors Tor‘{1 (M, L) =0 etdonc Tor‘{l (M,N) = ker(u) = 0 car
u est injective par platitude de M.
ii) = i) : Considérons 0 —> N’ i) N -5 N” — 0 une suite exacte. On en déduit
la suite exacte suivante :
Id
Tor (M, N") — M@, N 2“2 M, N
Or par hypothese Tor‘f(M, N”) = 0, donc Idy (X) f est injective ce qui nous
assure la platitude de M.

ii) = iii): C’est clair.

iii) = ii) : On considére le A-module N comme limite inductive filtrante de ses sous-
modules de type fini, N = |J N;, alors par commutativité de Tor aux limites

i€l
inductives filtrantes, alors Tor‘f (M,N) = lim(Tor‘f (M, N;)) =0.
—

iii) = v): ’est clair.

v) = iv) : On réalise la méme preuve que iii) = ii) en remarquant que le A-module A/a
est limite inductive du systeme inductif (A/a;, f;;) ot a; parcourt 'ensemble
des idéaux de type fini contenus dans a et si a; C a; alors fj; est la surjection
canonique de A/a; sur A/a;.

iv) = iii) : On effectue la preuve par récurrence sur le cardinal n d’un systéme fini de
générateurs du A-module de type fini N
n=1:si N = Aey, alors A/a ~ N et donc Tor’l“(M, N) = Tor‘l‘\(M,A/a) =0 ou
a=ker(a € A+ ae; € Aey = N)
n > 2: Supposons 'assertion vraie pour n — 1 et considérons N = Ae1 +- - -+ Aey,.

On a la suite exacte suivante :
00— N=Ae; — N — N"=Aé&+---+Aé, — 0

ou ¢; désigne la classe de e; modulo N’. On en déduit alors la suite exacte
suivante 0 = Tor’{‘(M, N’) — Torf(M, N) — Tor‘f(M, N”)=0 parhy-

pothese de récurrence et cas n = 1. Ainsi Torf(M, N)=0.
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iv) ou v) & vi): On a la suite exacte suivante
0—a—A—>A/a—0
Cela nous assure l'existence de la suite exacte suivante
0 = Tor{ (M, A) — Tor{(M,AJa) — MR, a —> MR, A=M

Les équivalences en résultent directement.

Corollaire 2.70. Soient A un anneau principal, M un A-module. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
i) M est plat
ii) Soient a € A, x € M. L'égalité ax = 0 implique a = 0 ou x = 0 (On dit alors que le
A-module M est sans torsion.)
Démonstration.

i) = ii) : (Nous allons voir qu'il suffit la condition d’intégrité de I’anneau). Considérons
un élément non nul a € A. L'application 6, : b € A + ba € A est injective. On

Idy R 6
en déduit la suite exacte 0 — M ), A @ M X4 A eton utilise 'isomor-

phisme canonique m ® A € M (), A +— am € M. Cela donne 'injectivité de
l'application &M : x € M + ax € M, ce qui correspond ala condition i1)

ii) = i) : Soit a unidéal de A, il est de la forme aA. Considérons 'application
(po(IdM®6a):M®a—>M
A

ol ¢ est I'isomorphisme canonique M X) , A — M. Alors comme M est sans
torsion, cette application est injective, et donc par point vi) du théoreme pré-
cédent, M est plat.

2.4.2 Caractérisation des modules plats par équations linéaires

Théoréme 2.71. Soient A un anneau, M un A-module. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) M est plat.

it) Soient a;; des éléments de A ((i,j) € {1,...,r} X {1,...,n}), x; des éléments de M
tels que pour tout j € {1,...,n} ,Zr] aijx; = 0. Alors il existe s € N*, des éléments
bik € A (pourk € {1,...,s}), tels ;tle pour tout j € {1,...,n},

7

Zai]'bik =0 et x; = zsl bik Yk

i=1 k=1
iit) L'assertion ii) avec j = 1.

Démonstration.
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ii) = iii): c’est clair.
iii) = i) : Onvadémontrer que pour toutidéal de type finia de A, 'application canonique
M), a 23 M est injective. Cela donnera par le théoreme 2.69 que M est

plat. Considérons ay, ..., a, un systéme fini de générateurs de 1'idéal a. Un

r
élément de M (X) , a est de la forme Y x; ® a;. Il appartient au noyau de A si
i=1
,
>, a;jx; = 0. Par l’assertion ii7), il existe un entier naturel s, des éléments b;; de
i=1
A et des éléments yx de M (pour k € {1, ...,s}) vérifiant les hypotheses. Alors,

Zrlxiébai = 2 iszy}' ®a;
i=1 i=1 \ j=1
=1 i=1
=0

i) = ii) : Considérons l'application suivante
g: A’ - A"
r T r
(b1,...,by) - (Z anbi, 2 aipbi, ..., X ainbi)
= i=1

i=1 i=1

Notons N son noyau, et f l'injection canonique de N dans A”. En utilisant le
caractere plat de M, on en déduit I'exactitude de la suite suivante

Id Id
0— MRNYE MR, A" MBS M, An

et donc par application d’isomorphismes canoniques, de la suite

0 —MR,N — M —— M"

ol v(z1,...,z,) I'élément de M" dont la j-eme composante est Zr] aijzi et u est
le composé de Idy (X) f et de I'isomorphisme canonique de M (5 4 A sur M.
La condition pour tout j € {1,...,n}, Zr] a;jx; = 0 traduit le fait que 1'élément
(x1,...,x,)de M" appartient au noyaul(:ile v et donc al'image de u. Il existe par
conséquent, pour tout k € {1,...,s} des éléments t; de N et yx de M tels que

S
(X1, xp)=u |2 Yk ® tk). En notant, t; = (bik, ..., byk), on observe que
k=1

r

X; = i bikyk et que Zai]'bik =0

k=1 i=1
|

Lemme 2.72. Soit A un anneau local, M un A-module de type fini. En considérant m 'idéal
maximal de A, alors M # mM.
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n
Démonstration. Soit x1,...,x, un systéme de générateurs de M, M = }, Ax;. Si on
i=1

n
avait M = mM, alors pour tout i € {1,...,n},3(a;i)j=1,..n € M, x; = }, aj;x;. Ainsi,
j=1

en notant P = (a;,)1<i,j<n € My(A), on obtient donc que

X1 X1
X2 X2

=Pl .
Xn Xn

On en déduit alors en notant Q = I,, — P que

X1
X2

Xn

Or det(Q) € A et det(Q) = 1 mod [m] et comme A est local, on en déduit que
det(Q) € A*. On obtient donc que Q est inversible ce qui donne donc que

X1

X2
=0

Xn

et donc que pour touti € {1,...,n},x; = 0 et cela aboutit a une contradiction. Ainsi
M # mM. [ ]

Proposition 2.73. Soient A un anneau local, M un A-module de type fini. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) M est plat.
ii) M est projectif.
iii) M est libre.

Démonstration. Etantdonné qu'un module libre est projectif et quun module projectif
est plat. Il suffit donc de démontrer I'implication i) = iii). Pour cela, on démontre
qu'un systeme minimal de générateurs du A-module M en est une base. Pour faire
cela, on prouve par récurrence sur 1, que des éléments x1, . .., x, € M dont les classes
modulo mM sont linéairement indépendantes sur le corps résiduel k de A forment
un systeme libre de M.

n=1: Soita € Ann(x;). En utilisant la caractérisation iii) du théoreme précédent, Il
existe y1,...,yr € M etby,..., b, € Atels que pour touti € {1,...,r},ab; =0

r

et x1 = 2 biy;. Or comme x; n‘appartient pas a mM, 'un des éléments b;
i=1

n’‘appartient pas a m maximal, et donc est inversible. Ainsi a = 0.

n

n > 1: On suppose que 'assertion est vraie pour n — 1. Soit }; a;x; = 0 otta; € A, par
i=1

caractérisation 7i) du théoréme précédent. Il existe, y1,...,y, € M et bi]- €A
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(pour (i,j) € {1,...,n} x{1,...,r}) tels que

n

X; = 2 bi]‘y]‘ et Zaibij =0
=1

i=1

L'un des éléments b, ; n"appartient pas a m et donc est inversible. Par suite, on
n—1

peut réécrire a, = », c;a;. On obtient donc que
i=1

n n-1

0= Zaixi = Zﬂi(xi +¢iXy)

i=1 i=1

Pour touti € {1,...,n—1}, les classes modulo mM des éléments x; + ¢;x,, sont
linéairement indépendantes sur k. Alors par hypothese de récurrence, a; = 0
pour tout i € {1,...,n — 1}. On obtient ainsi du cas n = 1 que a,, = 0.

2.4.3 Module plat limite inductive filtrante de modules libres de type fini

Théoreme 2.74. Soient A un anneau commutatif, M un A-module. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) M est plat.

ii) Pour tout A-module de présentation finie P et toute application linéaire u : P — M,
il existe un A-module libre de type fini L, une application linéaire v : P — L (resp.
w:L — M) telle que u = w o v.

iii) Il existe un ensemble ordonné filtrant I et un systeme inductif (M;, fji)i je1 de modules
libres de type fini M; tels que M = li_rr}Mi.

Démonstration. On a déja vu la commutation du produit tensoriel aux limites induc-
tives et ’exactitude du foncteur limite inductive filtrante dans Mod(A). Ceci nous
donne donc que ii7) implique 7)
i) = ii) : Considérons le diagramme commutatif a ligne et colonne exactes suivant dont
I'existence provient du fait que le A-module P est de présentation finie.

o

- ~

— R — o
-

ATZ
Soient (eq,...,er) (resp. (fi,..., fn)) la base canonique de A" (resp. de A™).
T

Notons pour tout (i,j) € {1,...,n} X{1,...,j}, zi = p(e;), Y(fj) = X aijej et
i=1

x; = u(z;).
On part du fait que Zr‘, aijzi = @ (Zr: aijei) = o((fj)) = 0 car Y(fj) € R =
i=1 i=1

,
ker(¢). En appliquant u, on obtient 1’égalité }, a;jx; = 0. On tire alors du fait
i=1
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ii) = iii) :

que M est plat, 'existence de s € N*, et pour tout k € {1,...,s}, I'existence
d’élements b;; de A et d’éléments y; de M tels que

r

Za,‘]’bik =0 et x; = Zs: bik Yk

i=1 k=1
Posons L = A® et considérons (¢1, . . ., €5) la base canonique de L. On peut alors

S
définir o : A" — L par 9(e;) = ) birex. On remarque que cette application
k=1
s’annule sur R par ce qui précede. Cette application définit donc par passage au

S
quotient, une application linéaire v : A" /R ~ P — L telle que v(z;) = 2} bike&x.
k=1
On définit de plus 'application linéaire w : L — M par w(ex) = yx pour tout

k € {1,...,s}. On vérifie bien que I'on a w o v(z;) = x; = u(z;) pour tout
ie{l,...,n}etdoncwov =u.

Considérons A I'ensemble des parties finies de M X N ott N est un ensemble
dénombrable. Si a € A, considérons u, : A — M tel que U (e(m,n)) = m pour
(m,n) € a.

Pour tout couple (a, ) d’éléments de A tel que a < B, il existe une applica-
tion linéaire ug, : AW — AP quia f € AW fait correspondre f’ € AP en
prolongeant par 0 au complémentaire de « dans .

Dénontons I ’ensemble des couples (a, R,) ol a parcourt A et R, 'ensembles
des parties finies du noyau K, de u,. On ordonne cet ensemble par (o, R,) <
(B, Rp) si et seulement si @ < f et uga(Ra) S Rp.

Sil = (a, R,) appartient a I, on consideére le A-module M; = A@/< R, >.On
obtient ainsi un systeme inductif de A-modules de présentation finie indexé
par I et, on obtient que M en est limite inductive.

Il nous suffit pour conclure, de montrer que | := {i = (a, R,) € I, M; soit libre}
est cofinal dans I. Soit i = (a, R,) € I. Par hypothése, 'homomorphisme cano-

nique i : M; — M se factoriseen M; —— L ——» M o1 L est libre de type
fini de base (f1,..., fp)-

Des lors, considérons § = {(ik, V) }1<k<p une partie de M XN telle que fNa = @
et pour tout k tel que 1 < k < p, ux = w(fx). Notons y = a U et 'application
linéaire m définie par

AV S5 L
| eumny > V(egnn)) si (m,n)€a
ey M fksi1<k<p

Cette application est surjective du a la deuxieme partie de définition de 7, et
son noyau que l'on note Q est de type fini car c’est un facteur direct du module
libre de type fini A7) et donc un quotient de ce module. Ainsi Q est de la forme
< R, > out R, est un ensemble fini. En notant j = (y, R,), il est clair que i < j.
D’autre part M; est libre car isomorphe a L. Cela assure que ] est cofinal dans
I

2.4.4 Quelques exercices/exemples d’applications

Exemple 2.75.
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1. On peut montrer par récurrence de la méme fagon que dans le théoréme 2.67,

qu’étant donnée une résolution plate (P, d,),en de X, et pour tout A-module
Y,onaTory(X,Y) = Hy(Py Q) , Y, dn @ Idy).

. On obtient donc que si X est plat, alors pour tout n > 1, Torﬁ (X,Y) =0, pour

tout A-module Y.

. Etant donnée une suite exacte courte 0 — N’ ——> N —> N” — 0

avec N” plat. Etant donné M un A-module, on obtient la suite exacte d’ho-
mologie

Tory (N”, M) — Tor{(N’, M) —— Tor{ (N, M) — Tor{(N”, M)
Or en utilisant le fait que N” est plat, on obtient donc que
Tor (N’, M) — Tor’ (N, M)

Alors, en utisant la caractérisation du théoreme 2.69, on obtient que N’ est plat
si et seulement si N est plat.

. Onpeut obtenir de la méme fagon que le point précédent, différents résultats par

dévissage. Par exemple, si on consideére A un anneau noetherien, la suite exacte
courte suivante 0 — N’ ——> N —— N” — 0 et que l'on suppose que

pour tout k > 1,T0r;?(N ", M) et Tor’,?(N ”, M) sont des modules de type fini.
Alors, on obtient étant donné la suite exacte d’homologie suivante :

Tor (N”, M) — Tor(N’, M) — Tor (N, M) —— Tor!(N”, M)
la suite exacte courte suivante :

0 —> Tor‘f(N’,

M
Or A est noetherien, donc Im(¢) et Torzlq (N, M)/Tor‘;( N”, M) sont des modules

de type fini. Ainsi Tor{(N, M) est de type fini. On peut par décalage dans la
suite exacte longue d’homologie, I'étendre a tout k > 1.

. En considérant la caractérisation de la proposition2.56, on voit que le foncteur

Ext} (M, —) est exact a droite si et seulement si M est projectif.

. En considérant la caractérisation de la proposition2.57, on voit que le foncteur

Ext} (—, M) est exact a droite si et seulement si M est injectif.

. De fagon équivalente, on obtient que le foncteur Tor!; (M, —) est exact a gauche

si et seulement si M est plat.

. Etant donné un anneau A principal, montrons que Ext} (X, Y) = Tor’,fl‘(X, Y)=0

pour tout couple de A-modules (X, Y). Considérons une résolution projective
PX de X et notons R{< = Im(df() = ker ¢. Alors, on a la suite exacte courte
suivante :

0 — Rf > Py > X — 0
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10.

11.

Ainsi Ri( comme sous-module de Pé( projectif, est projectif car A est principal.
En considérant alors la suite exacte d’homologie, on obtient que

0 =Exti '(RX,Y) — Ext}(X,Y) — Ext}(PX,Y)=0

Ainsi pour tout n, Ext} (X, Y) = 0. Onréalise de méme facon que Tor’(X,Y) = 0.

Etant donné A un anneau principal, considérons M et N deux A-modules.
Notons pour la suite t(M) (resp. £(N)) le sous-module de torsion de M (resp.
N). Comme A est principal, on peut écrire

M=t(M)®A" et N=t(N)o A’

Alors par commutation de Tor aux limites inductives filtrantes et le fait qu’étre
sans torsion implique étre plat. Alors

Tor{'(M, N) = Tor{(t(M) ® A", t(N) & A”)
= Tor’f(t(M), t(N)) ® Tor’f(t(M), AN e Torf(Ar, t(N))® Tor‘{‘(Ar,Af)

=0 =0 =0
= Tor{ (t(M), t(N))

En considérant a un élément d’un anneau A. Calculons Torf (A/aA,N). Pour
se faire, on considere la résolution projective suivante :

0 s A 20 A > AJaA —> 0

Par la suite exacte longue d’homologie, on obtient

0 = Tor{(A,N) — Tor{(A/aA,N) s N 2258 N > AlaAQ N — 0

Alors, on a donc que

Tor1(A/aA,N) = ker(x — ax)
={x € N,ax =0}
= partie de a — torsion de N

Finissons par un dernier résultat qui détermine pour toutn > 1, Tor’(A/a, A/b)
en considérant A un anneau commutatif, et a, b deuxidéaux de A. Considérons
la suite exacte courte suivante :

0—a——>A—>A/la—0

n =1: Alors, par suite longue exacte d’homologie, on a :

0 = Tor{(A, A/b) — Tor}(A/a,A/b) — a@, A/b — A/b — Ala®),A/b — 0

Or,d'uneparta ) , A/b = a/ab. Onendéduit donc que Tor‘f(A/a,A/b) =
ker(a/ab — A/b) = (anb)/ab.
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n =2 : Dans la suite exacte longue d’homologie, on a :
0 = Torj (A, A/b) — Tor}(A/a, A/b) —— Tor{'(a, A/b) — Tor{(A,A/b) =0

Alors Tor‘;(A/a, A/b) = Torf (a,A/b).
Or, de la suite exacte courte suivante :

0—b—>A—>A/b—0
On tire la suite exacte longue d’homologie :
0 = Tor{(a, A) — Tor{(a, A/b) — a®,b — a®, A — a®,A/b — 0

On obtient donc que Tory' (A /a, A/b) = Tor{(a, A/b) = ker(aX) , b - ab).

n > 2 : De la premiere suite exacte longue d’homologie, on a :

0 = Tor (A, A/b) — Tor{(A/a, A/b) — Tor? (a, A/b) — Tor? (A, A/b) =0

ce qui nous donne que Tor? (A/a, A/b) = Tor;?_l(a, A/b)
et de la seconde suite exacte longue d’homologie, on a :

0= Torﬁ_l(a,A) o Tor;;‘_l(a,A/b) — Torﬁ_Z(a, b) —> Tor’,;‘_z(a,A) =0

Tout ceci nous permet donc de conclure que Tor’ (A/a, A/b) = Tor;;‘_z(a, b).
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