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Introduction

L’étude des variétés algébriques en caractéristique p et de leurs relèvements en
caractéristique nulle a conduit au développement de plusieurs théories cohomolo-
giques adaptées aux situations où la cohomologie étale ou de de Rham classiques
deviennent inopérantes. Parmi ces théories, la cohomologie cristalline et la cohomo-
logie rigide jouent un rôle fondamental, notamment dans le cadre de la géométrie
p-adique et de la théorie de Hodge p-adique.

La cohomologie cristalline, développée par Berthelot dans les années 1970, four-
nit un analogue de la cohomologie de de Rham pour les schémas lisses en caracté-
ristique p. Elle s’appuie sur une théorie des cristaux, reposant sur les notions de relè-
vements infinitésimaux et de topos cristallin. Cette théorie est parfaitement adaptée
à l’étude des schémas lisses sur un corps parfait de caractéristique p, et permet de
relier les structures algébriques de ces schémas à des objets en caractéristique nulle,
comme les anneaux de Witt ou les anneaux de périodes p-adiques (de Fontaine).

Dans [Fon83], Fontaine présente une lecture de la cohomologie cristalline en l’ar-
ticulant avec la théorie des représentations p-adiques. Il identifie, en particulier, des
conditions sous lesquelles la cohomologie cristalline d’un schéma permet de recons-
truire la cohomologie de de Rham de ses relèvements, et donc de relier les invariants
géométriques aux représentations p-adiques du groupe de Galois. Ce travail pionnier
a ainsi jeté les bases de la théorie de Hodge p-adique, qui s’efforce de comprendre
comment les objets géométriques définis sur des corps p-adiques donnent lieu à des
représentations filtrées et munies d’une structure de Frobenius.

Néanmoins, la cohomologie cristalline rencontredes limites lorsqu’on sortducadre
des schémaspropres et lisses, ouque l’onchercheune théoriemieuxadaptée aucadre
rigide analytique. C’est dans cette perspective qu’intervient la cohomologie rigide,
également développée par Berthelot. Celle-ci étend la portée de la cohomologie cris-
talline à des schémas non nécessairement propres, en exploitant la géométrie rigide
p-adique.Dansune lettre adressée à JanNekovář en 2002 ([Ber02b]), Berthelot revient
sur les motivations de cette construction.

Dans cemémoire, nous nous intéressons à l’étude comparée de ces deux théories
cohomologiques, en nous concentrant sur deux exemples significatifs. Le premier,
étudié dans l’article de Fontaine [Fon83], est le schéma Spec(OK) dont la cohomo-
logie cristalline révèle des liens profonds avec les anneaux de périodes. Le second,
évoqué par Berthelot dans une lettre à Jan Nekovář en 2002 ([Ber02b]), est le schéma
Spec(OK/p), qui illustre la cohomologie rigide dans ce cadre. Nous commencerons
par analyser la situationdupoint de vue cristallin au chapitre 1, puis nous aborderons
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le cadre rigide au chapitre 2.

Notre objectif est de clarifier, à travers ces situations concrètes, les constructions
sous-jacentes aux deux théories cohomologiques, et de mettre en évidence leur lien
profond avec les anneaux de périodes de Fontaine.



Chapitre 1

Article de Fontaine

Pour la suite, on considèrera les notations suivantes :
▷ k un corps parfait de caractéristique p ̸= 0.
▷ W := W (k) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k.
▷ K := Frac(W ) le corps des fractions deW .
▷ Wn := W/pnW .
▷ σ le Frobenius absolu opérant sur k,W,K,Wn.

On considèreK une clôture algébrique deK et on notera enfinOK l’anneau des
entiers deK.

Définition 1.1. On appelleΦ-module filtré unW -moduleM muni :
i) d’une applicationΦ : M →M qui est σ-semi-linéaire.
ii) d’une filtration décroissante par des sous-W -modules

M = Fil0M ⊇ Fil1M ⊇ · · · ⊇ FiliM ⊇ Fili+1M ⊇ · · ·

1.1 Définition site cristallin/faisceaux
Définition1.2. Étant donnéX un schémaquelconque surW . Pour tout entiern ≥ 0,
on poseXn = X ×Spec(W ) Spec(Wn) etXk = X ×Spec(W ) Spec(k).

Définition 1.3. On note (Xn/Wn)cris (resp. (Xk/Wn)cris) le topos associé au site cris-
tallindeXn (notéCris(Xn/Wn)) (resp.Xk) relativementàWn etOXn/Wn (resp.OXk/Wn)
le faisceau structural.

Définition 1.4. Pour tout entierm ≥ 0, on note leW -module :

Hm
cris(Xn/Wn) := Hm

(
(Xn/Wn)cris,OXn/Wn

)
Définition 1.5. On note enfin pour tout entierm ≥ 0, leW -module :

Hm
cris(X/W ) := lim←−Hm

cris(Xn/Wn)

Définition 1.6. Avec les notations et définitions précédentes pourX = Spec(OK), et
Xn = Spec(OK/p

nOK), on pose

Hm
cris(OK,n) := Hm

cris(Spec(OK/p
nOK)/Wn)

et
Hm

cris(OK) := Hm
cris(Spec(OK)/W ) = lim←−Hm

cris(OK,n)

7



8 CHAPITRE 1. ARTICLE DE FONTAINE

1.2 Théorème dû à Fontaine
L’objectif de cette sectionestdedémontrer le théorèmesuivantdûàFontainedans

[Fon83].

Théorème 1.7. On a
1. Hm

cris(OK) = 0 sim ≥ 1

2. H0
cris(OK) est sansp-torsion et laprojection canoniquedeH0

cris(OK)dansH0
cris(OK,n)

identifieH0
cris(OK)/p

nH0
cris(OK) àH0

cris(OK,n).

Pour ce faire, nous allons commencer par calculer lesHm
cris(OK). Pour cela, consi-

déronsL une extension finie deK etOL l’anneau de ses entiers. On peut dès lors par
[Ser04, Chapitre 3, Proposition 12] choisir y ∈ L tel queOL = W [y]. Notons pour tout
entier n ≥ 1, ΣL,n = Wn[Y ] l’anneau des polynômes en la variable Y à coefficients
dansWn. Notons enfin, Pn l’image dansWn[Y ] de πy ∈ W [Y ] le polynôme minimal
de y.

1.2.1 Réduction aux extensions d’indice de ramification divisible
par pn et remarque essentielle.

Proposition 1.8. À n fixé, l’ensemble des extensionsL/K dont l’indice de ramification
est divisible par pn est cofinal dans l’ensemble des extensions finies deK contenues dans
K.

Démonstration. Soit L/K un extension finie contenue dansK. On souhaite trouver
une extension deLnoté L̃ tel que pn divise l’indice de ramification de L̃/K. Or on sait
que

e(L̃/K) = e(L̃/L) · e(L/K)

Ainsi, si pn|e(L/K), il suffit de considérer L̃ = L. Sinon, on considère L̃/L totalement
ramifiée de degré pn (Celle-ci existe bien, où elle définie par un élément de polynôme
minimal un polynôme d’Eisenstein de degré pn, voir [Ser04, Chapitre 1, Paragraphe
6]), et on a alors pn = e(L̃/L) | e(L̃/K). ■

À partir demaintenant on considère doncL une extension finie deK d’indice
de ramification divisible par pn.

Remarque 1.9. Quitte à remplacer K par l’extension maximale non ramifiée de K
contenue dans L, on peut supposer L/K totalement ramifiée et choisir pour y une
uniformisante de OL. Notons alors epn = [L : K] le degré de l’extension L/K. Par
[Ser04, Chapitre 1, Paragraphe 6], comme L est totalement ramifiée, et y est une uni-
formisante, on a uyepn = p avec u ∈ O×

L , deg(Pn) = epn et où Pn est un polynôme
d’Eisenstein. On en déduit donc que (p, Pn) = (p, Y epn).

Or laWn-algèbreOL,n := OL/p
nOL s’identifie au quotient de laWn-algèbre lisse

Wn[Y ]/(Pn) via le morphisme Y 7→ y. Dès lors, notons DL,n = DΣL,n
((Pn)) l’enve-

loppe à puissances divisées de l’anneauΣL,n relativement à l’idéal (Pn). Alors [BO78,
Théorème 7.1] nous permet d’identifierH∗

cris(OL,n) := H∗
cris(Spec(OL,n)/Wn) à la co-

homologie du complexe deWn-modules suivant

DL,n DL,n

⊗
ΣL,n

Ω1
ΣL,n

· · · DL,n

⊗
ΣL,n

Ωi
ΣL,n

· · ·
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où si γr(x) désigne la r-ième puissance divisée de x ∈ (Pn) et w ∈ Ω1
ΣL,n

, on a

d(γj(x)⊗ w) = γj−1(x)⊗ dx · w + γj(x)⊗ dw

Remarque 1.10. La remarque 1.9 est essentielle, car elle nous permet immédiate-
ment de voir queDL,n est aussi égale àDΣL,n

((Y epn)). On travaillera essentiellement
plus tard avec cette vision deDL,n pour obtenir des résultats.

1.2.2 Démonstration du casm ≥ 1

Remarque 1.11. Dans notre cas, on observe tout d’abord commeWn est noetherien
(provenant de W qui l’est lui-même car k est un corps parfait de caractéristique p)
que dimWn(ΣL,n) = dim(Wn[Y ])− dim(Wn) = 1. Ainsi pour toutm ≥ 2,Ωm

ΣL,n
= 0.

Proposition 1.12. Pourm ≥ 1, Hm
cris(OK) = 0.

Démonstration.
∗ En effet, par la remarque précédente et l’identification des cohomologies, on
obtient déjà pourm ≥ 2 queHm

cris(OL,n) = 0. Par conséquent en considérant à
K fixée, un système inductif des extensions finieL deK contenues dansK, on
obtient queHm

cris(OK,n) = lim−→Hm
cris(OL,n) = 0.

∗ Pour le casm = 1, On considère L′ = L(y1/p
n
), on a dès lors en notant comme

précédemment, mais cette fois pour l’extension L′ que ΣL′,n = Wn[X
pn ], ainsi

queOL′,n = Wn[X]/(Pn(X
pn)) etDL′,n = DΣL′,n

((Pn(X
pn)). Or on a :

Y DL,n DL,n

⊗
ΣL,n

Ω1
L,n dY

Xpn DL′,n DL′,n

⊗
ΣL′,n

Ω1
L′,n dXpn = 0

d

φ

d

Comme φ(dY ) = d(Xpn) = 0, on a donc que φ = 0. Ainsi, en considérant
α ∈ H1

cris(OL,n), alors il existe une extension L ⊆ L′ tel que φ(α) = 0 dans
H1

cris(OL′,n). AinsiH1
cris(OK,n) = 0.

∗ On en déduit alors que pour toutm ≥ 1, Hm
cris(OK) = lim←−Hm

cris(OK,n) = 0.
■

1.2.3 Démonstration du casm = 0

Il ne restedoncplusqu’ànous intéresser àH0
cris(OK), et pour se faire, onvacomme

précédemment s’intéresser àH0
cris(OK,n) et donc àH0

cris(OL,n).

Définition 1.13. On rappelle qu’étant donné (A, I, γ) un PD-anneau, on note pour
tout n ∈ N, I [n] la n-ème puissance divisée de I définie par

I [n] =
〈
γi1(x1)γi2(x2) . . . γik(xk) |

∑
ij ≥ n, xi ∈ I

〉
Notation 1.14.
∗ JL,n l’idéal à puissances divisées deDL,n
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∗ J
[i]
L,n la i-ème puissance divisée de JL,n

On peut alors définir une filtration surH0
cris(OL,n) de la manière suivante :

FiliH0
cris(OL,n) = J

[i]
L,n ∩H0

cris(OL,n)

L’anneau DL,n est aussi l’enveloppe à puissances divisées de ΣL,n relativement à
l’idéal (p, Pn), compatibles avec les puissances divisées de pΣL,n. Considérons Φ :
ΣL,n → ΣL,n l’endomorphisme σ-semi-linéaire vérifiantΦ(Y ) = Y p.

Proposition 1.15. On a
i) Φ((p, Pn)) ⊆ (p, Pn). On peut alors étendreΦ àDL,n.
ii) H0

cris(OL,n) est stable parΦ.

Démonstration.
i) En repartant de la remarque (p, Pn) = (p, Y epn), alors en utilisant le fait que Φ
est σ-semi-linéaire, on obtient immédiatement le premier point.

ii) Considérons x ∈ H0
cris(OL,n), alors x ∈ DL,n et vérifie dx = 0. Cependant

comme DL,n = DΣL,n
((p, Pn)) alors dΦ(x) = (Φ ⊗ idΩ1

ΣL,n
) ◦ dx = 0, on ob-

tient doncΦ(x) ∈ H0
cris(OL,n), d’oùH0

cris(OL,n) est stable parΦ.
■

Notation 1.16. ÕL = OL/pOL = ΣL,n/(p, Pn)

considérons (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Wn(ÕL). Pour r ∈ {0, . . . , n − 1}, on note âr
l’image dansDL,n d’un relèvement de ar dansΣL,n.

Proposition1.17. prârp
n−r

nedépendpasduchoixdu relèvement et appartient àH0
cris(OL,n).

Démonstration. Soit b1, b2 ∈ ΣL,n tel que b1 + (p, Pn) = b2 + (p, Pn) = ar. On a donc
b1 − b2 ∈ (p, Pn). Dès lors,

prbp
n−r

1 − prbp
n−r

2 = pr(pn−r)! (γpn−r(b1)− γpn−r(b2))

= pn × C ∈ Wn[Y ] = ΣL,n

= 0

Ainsi prbp
n−r

1 = prbp
n−r

2 et donc prârp
n−r

ne dépend pas du relèvement.

D’autre part, d(prârp
n−r

) = prd(âr
pn−r

) = pnd(âr
pn−r−1) = 0 car on est toujours

modulo pn. On a donc finalement obtenu que prârp
n−r ∈ H0

cris(OL,n). ■

On définit l’application suivante

αL,n : Wn(ÕL) −→ H0
cris(OL,n)

(a0, . . . , an−1) 7−→
n−1∑
r=0

prâr
pn−r

On peut vérifier que αL,n est un homomorphisme d’anneaux qui ne dépend pas
du choix du générateur y de laW -algèbreOL.
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On souhaite tout d’abord dans un premier temps étendre ce morphisme d’an-
neaux en unmorphisme d’algèbres à puissances divisées. On considère pour ce faire
l’idéal de Wn(ÕL) formé des (0, a1, . . . , an−1) qui est muni de puissances divisées
naturelles (voir par exemple [Ill79, numéro 0.1.4]). On considère maintenant l’idéal
In(ÕL) =

{
(a0, . . . , an−1) ∈Wn(ÕL) | ap

n

0 = 0
}
, et on noteWDP

n (ÕL) l’enveloppe à

puissancedivisées deWn(ÕL) relativement à l’idéal In(ÕL), compatible avec les puis-
sances divisées de l’idéal formé des (0, a1, . . . , an−1).

Proposition 1.18. αL,n(In(ÕL)) ⊆ pDL,n ∩H0
cris(OL,n).

Démonstration. Soit (a0, . . . , an−1) ∈ In(ÕL), alors

αL,n(a0, . . . , an−1) =
n−1∑
r=0

prâr
pn−r

= â0
pn +

n−1∑
r=1

prâr
pn−r

=
n−1∑
r=1

prâr
pn−r

Ainsi αL,n(a0, . . . , an−1) ∈ pDL,n ∩H0
cris(OL,n), ce qui donne la proposition. ■

Cela permet alors d’étendre αL,n en un homomorphisme d’algèbres à puissances
divisées αDP

L,n : WDP
n (ÕL)→ H0

cris(OL,n)

Proposition 1.19. On peut munirWDP
n (ÕL) d’une structure deΦ-module filtré

Démonstration.
∗ On commence par définir la structure de W -module sur WDP

n (ÕL). Celle-ci
provient de celle surWn qui provient par extension des scalaires via σ−n. Étant
donné a ∈ W,x ∈ Wn l’action est donné par a · x = σ−n(a)x où σ−n(a) est ici
vu après projection surWn.
∗ Φ agit naturellement sur Wn(ÕL) par Φ(a0, . . . , an−1) = (ap0, a

p
1, . . . , a

p
n−1). De

plus, Φ envoie In(ÕL) dans lui-même. On peut donc étendre Φ en un endo-
morphisme d’algèbre à puissances divisées deWDP

n (ÕL).
∗ Il nous reste à munirWDP

n (ÕL) d’une filtration. On commence par introduire
un homomorphisme

θL,n : Wn(ÕL) −→ OL,n

(a0, . . . , an−1) 7−→
n−1∑
r=0

prãr
pn−r

où ãr désigne un relèvement de ar dansOL,n. On commence par observer que
(p)étantprincipal, alors lespuissancesdivisées s’étendent àOL,n = Wn[Y ]/(Pn).
D’autre part, comme précédemment, on a θL,n(In(ÕL)) ⊆ pOL,n qui est l’idéal
à puissance divisées de OL,n, alors θL,n induit donc un homomorphisme d’al-
gèbres à puissances divisées

θDP
L,n : WDP

n (ÕL)→ OL,n
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dont le noyau ker(θDP
L,n) est un idéal à puissance divisée (voir Lemma 07H2).

On définit alors FiliWDP
n (ÕL) := ker(θDP

L,n)
[i]. L’ensemble de ces points montre

queWDP
n (ÕL) est muni d’une structure deΦ-module filtré.

■

Proposition 1.20. αDP
L,n est un isomorphisme deΦ-modules filtrés.

Démonstration. Il s’agit de vérifier les deux points suivants :

i) αDP
L,n est bijective.

ii) pour tout i, αDP
L,n(Fil

iWDP
n (ÕL)) = FiliH0

cris(OL,n).

Commenous l’avons remarquéprécédemment, lespuissancesdivisées s’étendent
à OL,n = Wn[Y ]/(Pn), ainsi par [BO78, Remarque 4 de 3.20], on obtient un isomor-
phismeDL,n/JL,n = Wn[Y ]/(Pn)

∼−→ OL,n. On notera par la suite can l’isomorphisme
précédent restreint àH0

cris(OL,n). On a donc le diagramme commutatif suivant :

WDP
n (ÕL) H0

cris(OL,n)

OL,n

θDP
L,n

αDP
L,n

can

De plus, comme FiliWDP
n (ÕL) = ker(θDP

L,n)
[i] et que FiliH0

cris(OL,n) = ker(can)[i].
Alors si on montre l’assertion i), l’assertion ii) en résultera. Montrons donc la pre-
mière assertion.

CommeΣL,n est lisse, on peut former son complexe de De Rham, et on a

H0
cris(ΣL,n) = ker(ΣL,n

d−→ Ω1
ΣL,n

).

On commence par observer que dY epn = epndY epn−1 = 0 car on travaille toujours
modulo pn, ainsi Y epn ∈ H0

cris(ΣL,n). De plus, on a λ : H0
cris(ΣL,n) → H0

cris(OL,n)
un morphisme, et la projection π : H0

cris(OL,n) → ÕL provenant de la composition
des flèches H0

cris(OL,n) → OL,n et OL,n → ÕL. Comme (p, Pn) = (p, Y epn), alors
Y epn = pP + PnQ avec (P,Q) ∈ OK [Y ], alors λ(Y epn) ∈ ker(π) qui est un idéal
à puissances divisées. En effet, λ(Y epn) ∈ DL,n = DΣL,n

((Y epn)), il suffit donc de le
vérifier pour α ∈ ΣL,n et Y epn car après passage aux puissances divisées, γm(Y epn) ∈
(Y epn). Or π(Y epn) = π(pP ) + π(QPn) = 0 par construction de π, de même π(α) =
0 car la première flèche réduit modulo pn, et α ∈ Wn[Y ] = ΣL,n. On a ainsi que
λ(Y epn) ∈ ker(π). On en déduit alors un homomorphisme λDP

L,n deDH0
cris(ΣL,n)((Y

epn))

dans H0
cris(OL,n), celui-ci est même un isomorphisme. En effet, on commence par

observer que

ΣL,n = Wn[Y ]
(∗)
= Wn[Y

epn ] · 1⊕ · · · ⊕Wn[Y
epn ] · Y epn−1 (1.1)

AinsiΣL,n est doncunWn[Y
epn ]-module libre doncplat. Deplus, pourP ∈ ΣL,n, alors

par 1.1, on peut écrire P (Y ) =
epn−1∑
i=0

ai(Y
epn)Y i avec ai(Y epn) ∈ Wn[Y ]. En dérivant,

https://stacks.math.columbia.edu/tag/07H2
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on observe que

P ′(Y ) =

epn−1∑
i=0

iai(Y
epn)Y i−1 +

epn−1∑
i=0

a′i(Y
epn)Y i

︸ ︷︷ ︸
=0 car a′i(Y epn )=0 dansWn[Y ]

=

epn−1∑
i=0

iai(Y
epn)Y i−1

On tire donc que

dP = 0⇔
epn−1∑
i=0

iai(Y
epn)Y i−1 = 0

⇔ P = a0(Y
epn) ∈Wn[Y ]

Ainsi le complexe ΣL,n Ω1
ΣL,n

d estWn[Y
epn ]-linéaire, alors en tensorisant

parDWn[Y epn ]((Y
epn)), on obtient le complexe

ΣL,n

⊗
Wn[Y epn ] DWn[Y epn ]((Y

epn)) Ω1
ΣL,n

⊗
Wn[Y epn ] DWn[Y epn ]((Y

epn))
d

Or comme Wn[Y ] est libre sur Wn[Y
epn ] donc plat, alors par [BO78, proposition

3.21],
DWn[Y epn ]((Y

epn))⊗Wn[Y epn ] Wn[Y ] ≃ DWn[Y ]((Y
epn))

on a de même que

DWn[Y epn ]((Y
epn))⊗Wn[Y epn ] Ω

1
ΣL,n
≃ DWn[Y epn ]((Y

epn))⊗Wn[Y epn ] Wn[Y ]⊗Wn[Y ] Ω
1
ΣL,n

≃ DWn[Y ]((Y
epn))⊗Wn[Y ] Ω

1
ΣL,n

Ainsi,

H0
cris(OL,n) = ker

(
ΣL,n ⊗Wn[Y epn ] DWn[Y epn ]((Y

epn))→ Ω1
ΣL,n
⊗Wn[Y epn ] DWn[Y epn ]((Y

epn))
)

= H0
cris(ΣL,n)⊗Wn[Y epn ] DWn[Y epn ]((Y

epn))

Oren réutilisant [BO78,proposition3.21], onobtientbienqueH0
cris(OL,n) ≃ DH0

cris(ΣL,n)((Y
epn))

carH0
cris(ΣL,n) est libre donc plat surWn[Y

epn ].

Or, on a ΣL,n/pΣL,n = k[Y ] et ΣL,n est lisse surWn, alors par [IR83, Chapitre III,
Proposition I.4], le morphisme suivant est un isomorphisme

ηL,n : Wn(k[Y ]) −→ H0
cris(ΣL,n)

[Y e] := (Y e, 0, . . . , 0) 7−→ Y epn

Il induit donc un isomorphisme d’algèbres à puissances divisées

ηDP
L,n : DWn(k[Y ])(([Y

e]))→ DH0
cris(ΣL,n)((Y

epn))
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Or pour tout r ∈ {0, . . . , n−1}, en notant commeusuellement sur les vecteurs de
Witt, F : Wn → Wn−1 le Frobenius et V : Wn−1 → Wn l’opérateur de décalage, alors
comme k de caractéristique p,on a FV = V F = p et

ηDP
L,n ((0, . . . , 0, Y

epn , 0, . . . , 0)) = ηDP
L,n (V

r ◦ F n([Y e]))

= ηDP
L,n ((V F )r ◦ F n−r([Y e]))

= ηDP
L,n (p

r([Y e])p
n−r

)

= pr · (pn−r)! γpn−r([Y e])

= 0

AinsiDWn(k[Y ])(([Y
e])) s’identifie àDWn(k[Y ]/(Y epn ))(([Y

e])). On a donc finalement ob-
tenu un isomorphisme

α′DP
L,n : DWn(k[Y ]/(Y epn ))(([Y

e])) DWn(k[Y ])(([Y
e])) DH0

cris(ΣL,n)((Y
epn))

H0
cris(OL,n)

∼ ∼
ηDP
L,n

∼λDP
L,n

Or k[Y ]/(Y epn) ≃ ΣL,n/(p, Y
epn) ≃ ΣL,n/(p, Pn) ≃ OL/pOL ≃ ÕL, et comme

l’idéal de Wn(ÕL) engendré par [Y e] et les (0, a1, . . . , an−1) n’est autre que In(ÕL),
alorsDWn(k[Y ]/(Y epn ))(([Y

e])) s’identifieàWDP
n (ÕL). Onaalors l’identificationdeα′DP

L,n

et αDP
L,n ce qui nous assure donc l’assertion i). ■

Ennotant ÕK = OK/pOK , on aWn(OK) = lim−→Wn(OL)pourLparcourant les ex-
tensionsfinies deK contenuesdansK. Notons enfinWDP

n (ÕK) = DWn(ÕK)(In(ÕK))

l’enveloppe à puissances divisées relativement à l’idéal (avec les mêmes notations
que précédemment) In(ÕK) =

{
(a0, . . . , an−1) ∈Wn(ÕK) | a

pn

0 = 0
}
compatibles

avec les puissances divisées naturelles des (0, a1, . . . , an−1). On a

WDP
n (ÕK) = lim−→WDP

n (ÕL).

La proposition précédente et les différentes remarques impliquent :

Corollaire 1.21. Par passage à la limite, les αDP
L,n induisent un isomorphisme de Φ-

modules filtrés αDP
n : WDP

n (ÕK)→ H0
cris(OK,n).

Définition 1.22. On définitOC = O∧
K
= lim←−OK/p

nOK .

Notation1.23. Poura ∈ OC , onnotera ã son imagedans ÕK := OC/pOC = OK/pOK .

Définition 1.24. On note et appelleO♭
C :=

{
(x(n))n∈N ∈ ON

C , (x
(n+1))p = x(n)

}
.

Proposition 1.25. O♭
C est muni d’une structure d’anneau commutatif en posant les

opérations suivantes :

1. (x(n))n∈N + (y(n))n∈N =

(
lim

m→+∞
(x(n+m) + y(n+m))p

m

)
n∈N

2. (x(n))n∈N · (y(n))n∈N = (x(n)y(n))n∈N
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Proposition 1.26. Par l’application (x(n))n∈N 7→ (x̃(n))n∈N, on a une identification
entreO♭

C et lim←−
x7→xp

ÕK .

Démonstration.
▷ injectivité : Soit x = (x(n))n∈N et y = (y(n))n∈N ∈ O♭

C tel que l’on ait pour tout

n ∈ N, x̃(n). = ỹ(n), alors x(n) = y(n) mod p et donc par récurrence, on obtient
que pour tout i ∈ N, (x(n+i))p

i
= (y(n+i))p

i
mod pi+1. Alors, par définition de

O♭
C , on obtient que pour tout i ∈ N, x(n) = y(n) mod pi+1, et comme OC est

p-adiquement séparé, x(n) = y(n).

▷ surjectivité : Soit (ỹ(n))n∈N ∈ lim←−
x7→xp

ÕK , on considère pour tout n ∈ N, y(n) ∈ OC

un relèvement de ỹ(n). Alors (y(n+1))p = y(n) mod p, on a donc que pour tout
n ∈ N, lim

m→+∞
(y(n+m))p

m existe dansOC et est indépendant du choix de relève-

ment. Notons x(n) cette limite, on obtient que (x(n))n∈N ∈ O♭
C et que x̃(n) = ỹ(n).

■

Remarque 1.27.
∗ O♭

C est parfait de caractéristique p et l’application suivante permet d’identifier
k à un sous-corps deO♭

C .

ι : k −→ O♭
C

ε 7−→ (εp
−n
)n∈N

∗ On en déduit alors que l’anneauW (O♭
C) est donc unW -algèbre sans p-torsion

et s’identifie à un sous-anneau deWK(O♭
C) := K ⊗W W (O♭

C).
∗ Fontaine a montré ([Fon82, proposition 2.4]) que l’application

θ0 : W (O♭
C) −→ OC

(x0, x1, . . . , xn, . . . ) 7−→
+∞∑
n=0

pnx
(n)
n

est un homomorphisme surjectif dont le noyau est un idéal principal dont on
notera ξ0 un générateur.

Notation 1.28. On note S ′ = DW (O♭
C)((ker(θ

0)). C’est le sous-W (O♭
C)-module de

WK(O♭
C) engendré par les γn(ξ0) pour n ∈ N.

Notation 1.29. Enfin, on note Acris := S ′∧ = DW (O♭
C)((ker(θ

0))∧ = lim←−S ′/pnS ′ le
séparé complété de S ′ pour la topologie p-adique.

Remarque 1.30. Acris estmuni d’une structure naturelle deΦ-module filtré. En effet,
on commence par observer queΦ(ker(θ0)) ⊆ ker(θ0)+(p), ainsi l’action naturelle de
Φ surW (O♭

C) s’étend à S ′ et donc à Acris. La filtration sur Acris est donné par l’adhé-
rence de la i-ème puissance divisée de S ′ (i.e. FiliAcris = S ′[i]).

Proposition 1.31. L’application suivante

βn : W (O♭
C) −→ Wn(ÕK)

(x0, x1, . . . ) 7−→ (x̃
(n)
0 , x̃

(n)
1 , . . . , x̃

(n)
n−1)

est un épimorphisme d’anneaux dont l’image de ker(θ0) + pW (O♭
C) est l’idéal In(ÕK).
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Démonstration.
∗ Commençonsparmontrer le caractère surjectif deβn. Étantdonné i ∈ J0, n− 1K,

si x̃(n)
i est connu, alors les x̃(j)

i pour j ≤ n sont connus car x̃(n−j)
i =

˜
(x

(n)
i )pj . De

plus, commeK est algébriquement clos, on peut extraire des racines pk-èmes
dans OK . On peut donc pour x

(n)
i , extraire une racine pk-ème dans OK , et on

pose x̃(n+k)
i cette racineprisemodulopOK .Onobtient ainsi unxi ∈ W (O♭

C). Par

cette construction, onobtientβn(x0, x1, . . . , xn−1, 0, . . . ) = (x̃
(n)
0 , x̃

(n)
1 , . . . , x̃

(n)
n−1)

∗ Vérifionsmaintenant que βn(ker(θ
0) + pW (O♭

C)) = In(ÕK). Considérons pour
celaα ∈ ker(θ0)+pW (O♭

C), commeO♭
C est parfait de caractéristique p, on peut

donc écrire

α = (ξ0) + (0, a0, a1, . . . ) où ai ∈ O♭
C

= (ξ0,0, ξ0,1, . . . ) + (0, a0, a1, . . . )

Pour vérifier queβn(α) est unélémentde In(ÕK), il suffitde s’intéresser à lapre-

mière composante. Or la première composante de βn(α) est donc ξ̃
(n)
0,0 . Comme

ξ0 ∈ ker(θ0), donc
+∞∑
i=0

ξ
(i)
0,ip

i = 0 et donc ξ(0)0,0 = −
+∞∑
i=1

ξ
(i)
0,ip

i ∈ pOK . Ainsi ξ̃
(0)
0,0 = 0

et donc
(
ξ̃
(n)
0,0

)pn

= ξ̃
(0)
0,0 = 0, ce qui nous assure que βn(α) ∈ In(ÕK).

■

Proposition 1.32. Dès lors, βn induit un homomorphisme

βDP
n : Acris/p

nAcris → WDP
n (ÕK)

qui est un isomorphisme deΦ-modules filtrés.

Démonstration. D’après les propriétés de la complétion p-adique, on a tout d’abord
queAcris/p

nAcris = S ′/pnS ′. De plus, d’après les propriétés des vecteurs deWitt, on a
immédiatement que pnW (O♭

C) ∈ ker(βn). Ainsi βn induit bien un homomorphisme
surjectif deΦ-modules filtrés

βDP
n : Acris/p

nAcris ↠ WDP
n (ÕK)

Acris/p
nAcris est muni de la filtration J-adique où J = ker(θ0) + pW (O♭

C) et on a
J [n] = 0. On a ainsi

0 = J [n] ⊆ J [n−1] ⊆ · · · ⊆ J [1] ⊆ J [0] = Acris/p
nAcris

De l’autre côté, on a WDP
n (ÕK) qui est munie de la filtration In-adique, et βDP

n

envoie J [i] sur I [i]n . On obtient donc unmorphisme surjectif sur les gradués

βDP,i
n : J [i]/J [i+1] ↠ I [i]n /I [i+1]

n

Les filtrations étant exhaustives, on a : βDP
n est un isomorphisme si et seulement

si pour tout i ≤ n, βDP,i
n est un isomorphisme. Ainsi pour montrer la proposition, il

nous suffit de montrer l’injectivité de βDP,i
n . Or, on a d’une part que J [i]/J [i+1] est un
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S ′/J-module, et d’autre part que I [i]n /I
[i+1]
n qui est unWDP

n (ÕK)/In-module. Or, on a
par construction de βn que

OC ≃ W (O♭
C)/(ker(θ

0) + pW (O♭
C)) ≃ Wn(ÕK)/In

Mais par la remarque 4 de 3.20 de [BO78], on a aussi

S ′/J ≃ W (O♭
C)/ ker(θ

0) + pW (O♭
C) etW

DP
n (ÕK)/In ≃ Wn(ÕK)/In.

Ainsi les ensemblesdedépart etd’arrivéedeBDP,i
n sontdesOC-modules.Orpar [Ber14,

proposition 1.5.1], on a J [i]/J [i+1] = OC · γi(ξ0). De même, on a In = (βn(ξ0), p) et
donc par la même proposition que I [i]n /I

[i+1]
n = OC · γi(βn(ξ0)). On a donc une appli-

cation surjective entre deuxOC-modules libre de rang 1. Ainsi pour tout i ≤ n, βDP,i
n

est donc injective et est un isomorphisme. On obtient ainsi le caractère isomorphe de
βDP
n . ■

Remarque 1.33. Le diagramme suivant est commutatif

Acris/p
n+1Acris WDP

n+1(ÕK) H0
cris(OK,n+1)

Acris/p
nAcris WDP

n (ÕK) H0
cris(OK,n)

βDP
n+1 αDP

n+1

βDP
n αDP

n

Corollaire 1.34. Par passage à la limite, les αDP
n ◦ βDP

n permettent d’identifierAcris et
H0

cris(OK).

On peut maintenant conclure la preuve de l’assertion ii) du théorème 1.7. En ef-
fet, on a obtenu que H0

cris(OK) s’identifie à Acris qui est sans p-torsion car W (O♭
C)

était sans p-torsion et queAcris est le séparé complété de S ′ = DW (O♭
C)(ker(θ

0)). On a
de plus obtenue l’identification via projection deH0

cris(OK,n) etAcris/p
nAcris donc de

H0
cris(OK)/p

nH0
cris(OK).
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Chapitre 2

Lettre de Berthelot à Nekovar

Notation 2.1.

▷ S0 = Spec(ÕK)

▷ O♭
C = lim←−

x7→xp

ÕK

2.1 Définitions et objectif de ce chapitre
Définition 2.2.

RΓrig(S0) := R lim←−
m

(RΓcris,(m)(S0/W )⊗Q)

L’objectif de ce deuxième chapitre est d’étudier la lettre adressée à Nekovar par
Berthelot ([Ber02b]) concernant l’étude de la cohomologie rigide deS0 comme limite
des cohomologies cristallines deniveaum. Il énoncenotamment le théorème suivant
dont la preuve sera l’objectif principal de ce chapitre.

Théorème 2.3. On a les deux faits suivants

i) Il existe un isomorphisme canoniqueH0
rig(S0) ≃ B+

ii) Pour tout n > 0,Hn
rig(S0) = 0.

2.1.1 Rappel sur l’anneauB+

Définition 2.4. Pour tout idéal a ⊆ O♭
c, on pose

Sa =

{ ∑
n≫−∞

[vn] p
n ∈ W (O♭

C)⊗Q | ∀n < 0, vn ∈ a−n

}

où [vn] est le représentant de Teichmüller de vn. On notera pour la suite Ŝa sa com-
plétion p-adique et on noteraB+

a = Ŝa ⊗Q.

Proposition 2.5. (voir [Fon82, proposition 4.4]). Si a ⊆ a′ sont deux idéaux de O♭
C ,

alors l’application Ŝa → Ŝa′ est injective.

Définition 2.6. B+ =
⋂

a⊆O♭
C

B+
a .

19
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2.1.2 Calcul deRΓcris,(m)(S0/W )

Remarque 2.7. On commence par l’observation suivante : RΓcris,(m)(S0/W ) peut-
être calculé comme dans le casm = 0 au sens suivant :

RΓcris,(m)(S0/W ) = R lim←−
i

RΓcris,(m)(S0/Wi)

Proposition 2.8. Pour tout i, leWi-schéma Spec(Wi(O♭
C)) est formellement étale sur

Spec(Wi(k)). Ainsi, la surjection canonique Wi(O♭
C) → ÕK définit une immersion

fermée tel que le PD-voisinage correspondant est un objet final du site cristallin (de
niveaum)Cris(m)(S0/Wi).
Démonstration.
— Montrer que Spec(Wi(O♭

C)) → Spec(Wi(k)) est formellement étale est équi-
valent à montrer que le morphisme d’anneauxWi(k) → Wi(O♭

C) est formelle-
ment étale. Cela revient donc à montrer que pour tout diagramme commutatif
suivant oùB est uneWi(k)-algèbre et I ⊆ B idéal tel qu’il existe n ∈ N, In = 0 :

Wi(O♭
C) B/I

Wi(k) B

h

Il existe une flècheWi(O♭
C)→ B (en pointillé) faisant commuter l’ensemble du

diagramme. Construisons celle-ci, soit r = (r0, . . . , ri−1) ∈ Wi(O♭
C), on note

pour tout k ∈ J0, i− 1K, r̂k ∈ B un relèvement de h([rk]) où [rk] correspond au
représentant de Teichmüller de rk ∈ O♭

C . Définissons :

θ̃0 : Wi(O♭
C) −→ B

(r0, . . . , ri−1) 7−→
i−1∑
k=0

r̂k
pi−k

pk

Cette flèche est bien définie et indépendante du choix de relèvement fait. En
effet, I est muni d’une PD-structure, etB commeWi algèbre, donne donc que
la preuve de l’indépendance du relèvement est la même qu’en proposition 1.17
du chapitre 1. Notons enfin θB = θ̃0 ◦ F−i : Wi(O♭

C) → B où F est le Frobe-
nius surWi(O♭

C) qui est un automorphisme carO♭
C anneau parfait de caracté-

ristique p. On obtient dès lors par construction que cette flèche fait commuter
le diagramme, on a donc bien le caractère formellement étale.

— CommeWi(O♭
C)→ ÕK est surjective, alors i : Spec(ÕK)→ Spec(Wi(O♭

C)) dé-
finit une immersion ferméedeWi-schémas.Onconsidèrealors lePD-voisinage
correspondant notéD(Ji) = Spec(P(m)(Ji)) (oùP(m)(Ji) est l’enveloppe à puis-
sance divisée de niveaum de Ji où Ji = ker(Wi(O♭

C)→ ÕK)) et montrons que
c’est un objet final du site cristallin de niveaum. Commençons parmonter que
D(Ji) ∈ Cris(m)(S0/Wi). Par [BO78, page 3.19], l’immersion fermée i de Wi-
schémas se factorise en une immersion fermée j : S0 → D(Ji) de noyau Ji qui
est unm-PD-idéal, on a donc :

S0 S0

D(Ji) Spec(Wi(k))

j



2.1. DÉFINITIONS ET OBJECTIF DE CE CHAPITRE 21

Ainsi D(Ji) ∈ Cris(m)(S0/Wi). Montrons maintenant que c’est bien un objet
final du site, et considérons donc T = (U

ι→ T, δ) ∈ Cris(S0/Wi), comme le
diagramme suivant commute :

U S0 Spec(Wi(O♭
C))

T Spec(Wi(k))

i

etqueSpec(Wi(O♭
C))→ Spec(Wi(k))est formellement étale, alors commeU →

T estunépaississementnilpotent, il existeuneuniqueflècheT → Spec(Wi(O♭
C))

faisant commuter l’ensemble du diagramme. On obtient ainsi le diagramme
commutatif suivant :

U S0

T Spec(Wi(O♭
C)) D(Ji)

i
j

alors par propriété universelle de D(Ji), comme U → T est une immersion
fermée telle que I = ker(ι♯) définissant celle-ci est unm-PD-idéal, on obtient
T → D(Ji) et doncunmorphismedansCris(m)(S0/Wi), ainsiD(Ji) est unobjet
final du site.

■

Corollaire 2.9.
i) H0

cris,(m)(S0/Wi) = P(m)(Ji) où P(m)(Ji) est l’enveloppe à puissances divisées de
niveaum de Ji = ker(Wi(O♭

C)→ ÕK).
ii) Pour n ≥ 1,Hn

cris,(m)(S0/Wi) = 0.

Démonstration. Dans la proposition précédente, on a vu queD(Ji) = Spec(P(m)(Ji))
est un objet final du site cristallin, alorsHom(_, D(Ji)) est un objet final du topos. Dès
lors, on a par [BO78, page 5.15] que pour tout n ∈ N

Hn
cris,(m)(S0/Wi) = Hn

cris,(m)((S0/Wi)cris,(m),OS0/Wi
)

= RnΓ(Hom(_, Spec(P(m)(Ji))),OS0/Wi
)

= RnΓ(Spec(P(m)(Ji)),OD(Ji))

Or le foncteur de section globale pour les faisceaux quasi-cohérents est exact sur les
schémas affines, on tire donc que :

Hn
cris,(m)(S0/Wi) =

{
P(m)(Ji) si n = 0
0 si n ≥ 1.

■

Dans le chapitre 1 en remarque 1.27, on a une application θ0 : W (O♭
C) → OC .

Celle-ci est un relèvement deWi(O♭
C) → ÕK ≃ ÕC . En notant θi : Wi(O♭

C) → OK,i

la réduction modulo pi de l’application θ0, I = ker(θ0) et Ii = ker(θi), alors on a
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Ji = Ii+pWi(O♭
C). On obtient donc par compatibilité avec les puissances divisées de

p que
P(m)(Ji) = P(m)(Ii) = P(m)(I)/p

iP(m)(I)

Alors en utilisant le corollaire 2.9 et la remarque 2.7, on obtient la proposition sui-
vante :

Proposition 2.10.

i) H0
cris,(m)(S0/W ) = P̂(m)(I).

ii) Pour n ≥ 1, Hn
cris,(m)(S0/W ) = 0.

2.1.3 Réduction du théorème
Notation 2.11. Notons pour la suite Acris,(m) = P̂(m)(I) et B+

cris,(m) = Acris,(m) ⊗ Q
de tel sorte qu’on retrouve comme dans l’article de Fontaine que Acris = Acris,(0) et
B+

cris = B+
cris,(0).

Proposition 2.12. Les flèches de transitions Acris,(m+1) → Acris,(m) sont injectives. En
particulier en passant à la limite projective, on obtiendra l’intersection.

Démonstration.
▷ Par définition des algèbres à puissances divisées de niveaum, on a

P(m)(I) = P(0)(I
(pm)) = P(0)(I

(pm) + pW (O♭
C))

De plus, lam-ième itérée du Frobenius ϕ qui est un automorphisme deW (O♭
C)

induit un isomorphismesemi-linéairedeAcris,(0) dansAcris,(m).Ona lediagramme
suivant :

Acris,(0) Acris,(m)

Acris,(0) Acris,(1) Acris,(m+1)

∼
ϕm

ϕ

∼

ϕ
can.

∼
ϕm

can.

Or le triangle gauche du diagramme est commutatif, et ϕ est injectif sur Acris

donc can. : Acris,(1) → Acris est injectif. Or, comme le rectangle du diagramme
est commutatif, on en déduit que can. : Acris,(m+1) → Acris,(m) est donc injectif.

■

On a ainsi obtenu :

B+
cris,(m+1) B+

cris,(m)

Acris,(m+1) Acris,(m)

Onutilise lesflèchesde transitionpar identificationpour travailler dansB+
cris. Pour

démontrer le théorème2.3, on est donc ramenermaintenant àmontrer la proposition
suivante : (la réduction du deuxième point provient du fait que plus généralement
Ri lim←− = 0 pour tout i ≥ 2).
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Proposition 2.13.

i)
⋂
m

B+
cris,(m) = B+.

ii) R1 lim←−
m

B+
cris,(m) = 0.

2.1.4 Démonstration du point i)

En réutilisant les notations de la sous-section 2.1.1 sur l’anneauB+. On part cette
fois de la vision de l’anneauO♭

C comme étant l’ensemble des suites u = (u(n))n∈N de
OC tel que (u(n+1))p = u(n). Considérons alors u ∈ O♭

C tel que u(0) = −p. Posons dès
lors α := [u] + p. Alors α est un générateur de I = ker(θ0) (voir [Fon82, proposition
2.4]).

En posant a = (u) ⊆ O♭
C , alors a est l’ensemble des éléments de valuation supé-

rieure ou égale à 1. (la valuation est définie par celle du premier terme comme dans
[Fon82]).

Notons an l’idéal engendré par upn .

Proposition 2.14. B+ =
⋂
n

B+
an

Démonstration.

⊆ : Pour toutn ≥ 0, l’idéalan estpropredonc{an, n ∈ N} ⊆ {J ⊆ O♭
C , J idéal propre}.

On obtient ainsiB+ ⊆
+∞⋂
n=0

Ban .

⊇ : Soit x ∈
+∞⋂
n=0

Ban . Soit J ⊆ O♭
C un idéal propre, Par la proposition 2.5, il suffit

demontrer qu’il existe n ∈ N tel que an ⊆ J pour pouvoir conclure. Supposons

que pour toutn ∈ N, an ⊈ J . Alors comme
+∞⋂
n=0

an = {0} et (an)n∈N décroissante,

alors il existe n0 ∈ N tel que an0 ∩ J = {0}. Cela revient à dire que tout élément
non nul x de J est de valuation strictement plus petite à n0. Or un0x ∈ J car J
est un idéal et v(un0x) = n0v(u) + v(x) ≥ n0 car x ∈ J ⊆ m où m est l’idéal
maximal de O♭

C (qui est un anneau local d’idéal maximal l’ensemble des élé-
ments de valuations supérieur ou égale à 0, voir [Car19, page 31]). On obtient
ainsi une contradiction.

■

Or par [Fon82, Proposition 4.2], comme an = (upn) est principal et αpn de premier
terme [upn ] alors San = W (O♭

C)
[
αpn

p

]
. On définit dès lors deux applications pour tout

m ≥ 0 :
λ : W (O♭

C)
[
αpm+1

p

]
−→ P(m)(I) = P(0)(α

pm)

αpm+1

p
7−→ (p− 1) ! γp(α

pm)

et

ν : P(m)(I) −→ W (O♭
C)

[
αpm

p

]
γk(α

pm) 7−→
(

pk

k !

)(
αpm

p

)k
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Ces deux applications s’étendent aux complétions p-adiques si bien qu’en les re-
gardant comme des sous-anneaux deAcris, on a

Ŝam+1 ⊆ Acris,(m) = P̂(m)(I) ⊆ Ŝam

D’où on obtient
B+

am+1
⊆ B+

cris,(m) ⊆ B+
am

Ainsi on obtient finalement via la proposition 2.14 queB+ =
⋂
m

B+
am =

⋂
m

B+
cris,(m),

ce qui conclut la démonstration du point i).

2.1.5 Démonstration du point ii)

Pourm′ ≥ m, notons ρm′,m : B+
cris,(m) ↪→ B+

cris,(m) les flèches de transitions obte-
nues comme précédemment (voir [Ber14, point 1.4.7]).

Définition2.15. Onnotepour toutm ≥ 1, Cm =
∏

m′≤m

B+
cris,(m′) etDm =

∏
m′<m

B+
cris,(m′)

On définit trois applications, une faisant le lien entreB+
cris,(m) etCm et deux autres

faisant le lien entre Cm etDm.

δm : B+
cris,(m) −→ Cm

x 7−→ (ρ0,m(x), ρ1,m(x), . . . , ρm,m(x) = x)

ρm : Cm −→ Dm

x 7−→ (ρ0,1(x1), . . . , ρm′,m′+1(xm′+1), . . . , ρm−1,m(xm))

et πm : Cm → Dm l’application de projection.

Proposition 2.16. La suite suivante est exacte

0 B+
cris,(m) Cm Dm 0

δm πm−ρm

Démonstration.

∗ L’injectivité de δm s’obtient immédiatement sur la dernière composante obte-
nue.

∗ Intéressons-nous à la surjectivité de l’application πm− ρm. Pour ce faire, consi-
dérons y = (y0, . . . , ym−1) ∈ Dm. Considérons xm un élément deB+

cris,(m), alors
pour iparcourantm−1 à 0onconstruitxi ∈ B+

cris,(i) tel quexi = ρi,i+1(xi+1)+yi.
On a donc construit x = (x0, . . . , xm) tel que pour tout i ∈ {1, . . . ,m− 1},
(πm(x)− δm(x))i = xi − ρi,i+1(xi+1) = yi.
On a donc obtenu la surjectivité de l’application.

∗ Montrons maintenant Im(δm) = ker(πm − ρm).

⊆ : Soit y ∈ Im(δm), il existe x ∈ B+
cris,(m) tel que y = (ρ0,m(x), . . . , ρm,m(x)),

alors (πm − ρm)(y) = (ρ0,m(x), . . . , ρm−1,m(x))− (ρ0,1(ρ1,m(x)), . . . )

Or pour toutm′ ≥ m, ρm′,m′+1 ◦ ρm′+1,m = ρm′,m, ainsi on obtient que
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ρm(y) = (ρ0,1(ρ1,m(x)), . . . , ρm′,m′+1(ρm′+1,m(x)), . . . , ρm−1,m(ρm,m(x)))

= (ρ0,m(x), . . . , ρm′,m(x), . . . , ρm−1,m(x))

= πm(y)

donc y ∈ ker(πm − ρm).
⊇ : Soit y = (y0, . . . , ym) ∈ ker(πm − ρm), alors

(y0, . . . , ym−1) = (ρ0,1(y1), ρ1,2(y2), . . . , ρm−1,m(ym))

Ainsi, on obtient que pour tout i ≤ m−1, yi = ρi,m(ym) et ym = ρm,m(ym),
et on peut donc écrire y = δm(ym) et donc y ∈ Im(δm).

■

Pour montrer le point ii), on est donc ramené à montrer qu’en notant

C = lim←−
m

Cm ≃
∏
m

B+
cris,(m),

et ρ = lim←−
m

ρm : C → C, que ρ− Id : C → C est surjective.

Définition 2.17. Pour x ̸= 0 élément deB+
cris,(m), on pose v(x) = sup

n∈Z
{x ∈ pnAcris,(m)}

et ||x|| = p−v(x).

Remarque 2.18. || · || définit une norme sur le Qp-espace vectoriel Bcris,(m)+ tel que
(B+

cris,(m), || · ||) soit complet.

Proposition 2.19. Pour toutm′ ≤ m, ||ρm′,m|| ≤ 1.

Démonstration. Soit x ∈ B+
cris,(m), on peut donc écrire x = pv(x)y avec y ∈ Acris,(m).

Comme x ∈ pv(x)Acris,(m), alors ρm′,m(x) ∈ pv(x)Acris,(m′) et donc v(x) ≤ v(ρm′,m(x)),
ce qui permet de conclure que ||ρm′,m(x)|| ≤ ||x|| et par suite ||ρm′,m|| ≤ 1. ■

Définition 2.20. Considérons η < 1, et posons

Eη :=

{
x = (xm)m∈N ∈ C, η−m||xm|| −→

m→+∞
0

}
,

on définit pour x ∈ Eη, ||x||Eη = sup
m∈N

η−m||xm||.

Proposition 2.21. || · ||Eη est une norme surEη.

Démonstration. Par définition de Eη, pour x ∈ Eη, la suite (η−m||xm||)m∈N tend vers
0 donc est bornée, ce qui permet de bien définir ||x||Eη . Le fait que ce soit une norme
suit directement du fait que || · || est une norme surB+

cris,(m). ■

Proposition 2.22. (Eη, || · ||Eη) est un espace de Banach stable par ρ et tel que ||ρ|| ≤ η

Démonstration.
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— On commence par démontrer le caractère complet. Considérons (xk)k∈N une
suite de Cauchy de Eη, on note pour tout k ∈ N, xk = (xk,j)j∈N ∈ C. Soit
ε > 0,∃n0, ∀n,m ≥ n0, ||xn − xm||Eη ≤ ε, ce qui revient à dire que pour tout
j ∈ N, η−j||xn,j − xm,j||≤ε(∗). On a donc à j fixé que (xn,j)n∈N est une suite
de Cauchy de B+

cris,(j) qui est complet pour || · ||, ainsi il existe xj ∈ B+
cris,(j) tel

que xn,j −→
n→+∞

xj . En posant alors y = (xj)j∈N, en faisant tendrem vers l’infini

dans (∗) on a obtenu qu’il existe ñ tel que ∀n ≥ ñ,∀j ∈ N, η−j||xn,j − xj|| ≤ ε,
c’est-à-dire ||xn − y|| ≤ ε, ce qui permet de conclure.

— Soitx = (xm)m∈N ∈ E, alorsρ(x) = lim←−m
ρm(x) = (ρ0,1(x1), ρ1,2(x2), ρ2,3(x3), . . . )

et donc par la proposition 2.19, on tire

η−m||ρ(x)m|| = η−m||ρm,m+1(xm+1)||
≤ η−m||xm+1|| = η−(m+1)||xm+1|| × η −→

n→+∞
0

AinsiEη est stable par ρ et par l’inégalité précédente on tire que

||ρ(x)||Eη ≤ η||x||Eη

■

Remarque 2.23. On déduit donc que Id− ρ est inversible surEη est donc surjective.

Remarque 2.24. On commence par rappeler des descriptions explicites de B+
dR et

B+
cris se trouvant par exemple dans [Ber02a] :

B+
dR = lim←−

n

(W (O♭
C)⊗Q)/(ker(θ))n =

{
x =

∑
n≥0

xnξ
n
0 , xn ∈ W (O♭

C)⊗Q

}
≃ Cp[[t]] où t = log([ε])

et se rappelant que ker(θ) = (ξ0),

B+
cris =

{
x ∈ B+

dR, x =
∑
n≥0

xn
ξn0
n!

, xn → 0 dansW (O♭
C)⊗Q

}

On en déduit une description explicite pour toutm deB+
cris,(m) :

B+
cris,(m) =

x ∈ B+
dR, x =

∑
n≥0

xn
ξn0⌊
n
pm

⌋
!
, xn → 0 dansW (O♭

C)⊗Q


Onobserve ainsiB+

cris,(m) est inclus dansB
+
dR et commeW (O♭

C)⊗Q est dense dans
B+

dR qui est sa complétion ker(θ)-adique, alors W (O♭
C) ⊗ Q est dense dans B+

cris,(m)

pour toutm.

Corollaire 2.25. Id− ρ : C → C est surjective.

Démonstration. Étant donné x = (xm)m∈N ∈ C, comme pour toutm,W (Ob
C) ⊗ Q

est dense dansB+
cris,(m), et que ρm,m+1(W (O♭

C)⊗Q) = W (O♭
C)⊗Q, alors

W (O♭
C)⊗Q ⊆ Im(ρm,m+1) ⊆ B+

cris,(m)
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et par densité, on a Im(ρm,m+1) = B+
cris,(m). Cela permet de construire par récurrence

une suite y = (ym)m∈N ∈ C tel que y0 = 0, et vérifiant

||(xm − ym) + ρm,m+1(ym+1)|| ≤ η2
m

.

Cela assure que x′ = (xm − ym + ρm,m+1(ym+1))m∈N ∈ Eη, or comme Id − ρ est sur-
jective surEη, il existe z ∈ Eη, x′ = z − ρ(z). Or

(Id− ρ)(y + z︸ ︷︷ ︸
∈C

) = y + z − ρ(y + z)

= (y − ρ(y)) + (z − ρ(z))

= y − ρ(y) + x′

= x (par définition de x′)

Ainsi Id− ρ : C → C est surjective.
■
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