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Introduction

Létude des variétés algébriques en caractéristique p et de leurs relevements en
caractéristique nulle a conduit au développement de plusieurs théories cohomolo-
giques adaptées aux situations olt la cohomologie étale ou de de Rham classiques
deviennent inopérantes. Parmi ces théories, la cohomologie cristalline et la cohomo-
logie rigide jouent un role fondamental, notamment dans le cadre de la géométrie
p-adique et de la théorie de Hodge p-adique.

La cohomologie cristalline, développée par Berthelot dans les années 1970, four-
nit un analogue de la cohomologie de de Rham pour les schémas lisses en caracté-
ristique p. Elle s'appuie sur une théorie des cristaux, reposant sur les notions de rele-
vements infinitésimaux et de topos cristallin. Cette théorie est parfaitement adaptée
a I'’étude des schémas lisses sur un corps parfait de caractéristique p, et permet de
relier les structures algébriques de ces schémas a des objets en caractéristique nulle,
comme les anneaux de Witt ou les anneaux de périodes p-adiques (de Fontaine).

Dans [Fon83], Fontaine présente une lecture de la cohomologie cristalline en I'ar-
ticulant avec la théorie des représentations p-adiques. Il identifie, en particulier, des
conditions sous lesquelles la cohomologie cristalline d'un schéma permet de recons-
truire la cohomologie de de Rham de ses relevements, et donc de relier les invariants
géométriques aux représentations p-adiques du groupe de Galois. Ce travail pionnier
a ainsi jeté les bases de la théorie de Hodge p-adique, qui s’efforce de comprendre
comment les objets géométriques définis sur des corps p-adiques donnent lieu a des
représentations filtrées et munies d'une structure de Frobenius.

Néanmoins, la cohomologie cristalline rencontre des limites lorsqu’on sort du cadre
des schémas propres et lisses, ou que l'on cherche une théorie mieux adaptée au cadre
rigide analytique. C’est dans cette perspective qu’intervient la cohomologie rigide,
également développée par Berthelot. Celle-ci étend la portée de la cohomologie cris-
talline a des schémas non nécessairement propres, en exploitant la géométrie rigide
p-adique. Dans une lettre adressée a Jan Nekovar en 2002 ([Ber02b]), Berthelot revient
sur les motivations de cette construction.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’étude comparée de ces deux théories
cohomologiques, en nous concentrant sur deux exemples significatifs. Le premier,
étudié dans l'article de Fontaine [Fon83], est le schéma Spec(Oz) dont la cohomo-
logie cristalline révele des liens profonds avec les anneaux de périodes. Le second,
évoqué par Berthelot dans une lettre a Jan Nekovar en 2002 ([Ber02b]), est le schéma
Spec(O%x/p), qui illustre la cohomologie rigide dans ce cadre. Nous commencerons
par analyser la situation du point de vue cristallin au chapitre 1, puis nous aborderons
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le cadre rigide au chapitre 2.

Notre objectif est de clarifier, a travers ces situations concretes, les constructions
sous-jacentes aux deux théories cohomologiques, et de mettre en évidence leur lien
profond avec les anneaux de périodes de Fontaine.



Chapitre 1

Article de Fontaine

Pour la suite, on considérera les notations suivantes :

> k un corps parfait de caractéristique p # 0.

> W := W (k) 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k.
> K := Frac(W) le corps des fractions de .

> W, = W/p"W.

> o le Frobenius absolu opérant sur k&, W, K, W,,.

On considére K une cloture algébrique de K et on notera enfin Oz 'anneau des
entiers de K.

Définition 1.1. On appelle ®-module filtré un W-module M muni :
i) d'une application ® : M — M qui est o-semi-linéaire.
ii) d’une filtration décroissante par des sous-1/"-modules
M =Fil’M DFil'M D --- DFil'M DFil'"'M D -

1.1 Définition site cristallin/faisceaux

Définition 1.2. Etant donné X un schéma quelconque sur IV . Pour tout entiern > 0,
on pose X, = X Xgpee(w) Spec(Wy,) et X, = X Xgpeew) Spec(k).

Définition 1.3. On note (X,,/W,,)eis (resp. (Xi/W., )eris) 1€ topos associé au site cris-
tallinde X, (noté Cris(X,,/W,,)) (resp. X;) relativementa W,, et Ox, ,w, (resp. Ox, /w,.)
le faisceau structural.
Définition 1.4. Pour tout entier m > 0, on note le W -module :
Hgnrls(X’Vl/Wn) =H™ ((Xn/Wn>Cris> OXn/Wn)
Définition 1.5. On note enfin pour tout entier m > 0, le W-module :
HIL(X/W) 2= lim HI (X, /W)
Définition 1.6. Avec les notations et définitions précédentes pour X = Spec(Op), et
X,, = Spec(O%/p"Oy), on pose
Hio(Ox ) = Heio(Spec(Ox/p" Ox) [Wy)

et

Hm

cris

(Ox) = H(Spec(Og) /W) = lim HT (O ,,)

7
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1.2 Théoreme dii a Fontaine

Lobjectif de cette section est de démontrer le théoréeme suivant dii a Fontaine dans
[Fon83].

Théoreme 1.7. Ona
1. H (Ox) =0sim > 1

cris
2. H?, (O%) estsansp-torsion et la projection canonique de H..,,

cris

identi.ﬁe H(?ris (OF) /an(?ris (0F> a ngis (O?,n) .

(O?) dans ngis (O?,n)

Pour ce faire, nous allons commencer par calculer les H (O5). Pour cela, consi-
dérons L une extension finie de K et O}, I'anneau de ses entiers. On peut deés lors par
[Ser04, Chapitre 3, Proposition 12] choisiry € L tel que O, = Wy|. Notons pour tout
entiern > 1, ¥, = W,[Y] 'anneau des polynomes en la variable Y a coefficients
dans IV,,. Notons enfin, P, 'image dans W,,[Y] de m, € W[Y]le polyndme minimal

de y.

1.2.1 Réduction aux extensions d’indice de ramification divisible
par p" et remarque essentielle.

Proposition 1.8. An fixé, l'ensemble des extensions L/ K dont Uindice de ramification
estdivisible parp™ est cofinal dans l'ensemble des extensions finies de K contenues dans
K.

Démonstration. Soit L/K un extension finie contenue dans K. On souhaite trouver
une extension de L noté L tel que p” divise 'indice de ramification de L /K. Or on sait
que

e(L/K) = e(L/L) - e(L/K)

Ainsi, sip”|e(L/K), il suffit de considérer I, = L. Sinon, on considére L/ L totalement
ramifiée de degré p™ (Celle-ci existe bien, ot elle définie par un élément de polynéme
minimal un polynéme d’Eisenstein de degré p", voir [Ser04, Chapitre 1, Paragraphe
6]), etonaalors p” = e(L/L) | e(L/K). [

A partir de maintenant on consideére donc L une extension finie de i’ d’indice
de ramification divisible par p".

Remarque 1.9. Quitte a remplacer K par I'extension maximale non ramifiée de K
contenue dans L, on peut supposer L/K totalement ramifiée et choisir pour y une
uniformisante de O;. Notons alors ep” = [L : K] le degré de l'extension L/K. Par
[Ser04, Chapitre 1, Paragraphe 6], comme L est totalement ramifiée, et y est une uni-
formisante, on a uy®" = p avecu € OF, deg(P,) = ep" et ou P, est un polyndome
d’Eisenstein. On en déduit donc que (p, P,) = (p, Y").

Or la W,,-algebre Oy, ,, := O /p" Oy, s'identifie au quotient de la IW,,-algebre lisse
W,[Y]/(P,) via le morphisme Y > y. Des lors, notons Dy, = Ds, ,((P,)) l'enve-
loppe a puissances divisées de 'anneau ¥, ,, relativement a I'idéal (7, ). Alors [BO78,
Théoreme 7.1] nous permet d’identifier H,.(OyL ) := HZ,(Spec(Oyr,.)/W,,) alaco-

homologie du complexe de W,,-modules suivant

1 %
Din —— Din®s,, O, — - — Dia®s, O, —
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o1 siy,(x) désigne la r-ieme puissance divisée de z € (P,) etw € Qy;, ,ona
d(vi(z) ©@ w) = ;1 (2) @ dz - w + 7;(z) © dw

Remarque 1.10. La remarque 1.9 est essentielle, car elle nous permet immédiate-
ment de voir que Dy, ,, est aussi égale a Dy, ((Y*")). On travaillera essentiellement
plus tard avec cette vision de Dy, ,, pour obtenir des résultats.

1.2.2 Démonstrationducasm > 1

Remarque 1.11. Dans notre cas, on observe tout d’'abord comme W,, est noetherien
(provenant de W qui 'est lui-méme car k est un corps parfait de caractéristique p)
que dimyy, (X,,) = dim(W,[Y]) — dim(W,,) = 1. Ainsi pour toutm > 2,Q% = 0.

Proposition 1.12. Pourm > 1, H

cris(of) =0.
Démonstration.
* En effet, par la remarque précédente et 'identification des cohomologies, on
obtient déja pour m > 2 que H2..(OL ) = 0. Par conséquent en considérant a

e cris i
K fixée, un systeme inductif des extensions finie L de K contenues dans K, on
obtient que H7; (O ,) = lim H5 (Opn) = 0.

* Pourle cas m = 1, On considére L' = L(yl/”n), on a des lors en notant comme
précédemment, mais cette fois pour 'extension L' que ,,, = W,,[X?"], ainsi
que Oy, = W, [X]/(P.(X?")) et Dyr = Dy, ((Pa(X7")). Orona:

Y Dip —= Din@®s,, ., ay

[ I |

xXr" DL’,n L} DL'J”L ®2L/ Ql/,n dxr" =0

Comme ¢(dY) = d(X?") = 0, on a donc que ¢ = 0. Ainsi, en considérant
a € H}.(Or,), alors il existe une extension L C L' tel que ¢(«) = 0 dans
Hclris((’)y,n). Ainsi Hl (Of,n) = 0.

* On en déduit alors que pour tout m > 1, Hi (Og) = Im Hi (O ) = 0.

cris

1.2.3 Démonstrationducasm = 0

Il nereste donc plus qu’a nous intéresser a H2., (O ), et pour se faire, on vacomme
précédemment s’intéresser a H?°

cris(of,n> etdonca ngiS(OL7n)'

Définition 1.13. On rappelle qu'étant donné (A, I,~) un PD-anneau, on note pour
tout n € N, I la n-eme puissance divisée de I définie par

I = <%1 (@)Y (2) -y (i) | Dy >, € ]>

Notation 1.14.

* Jp,, 'idéal a puissances divisées de Dy, ,,
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* J E}n la ;-eme puissance divisée de Jg ,,

On peut alors définir une filtration sur Or.») de la maniére suivante :

CrlS(

FlleO (OL,n) J[Z] mngls(OL»”)

cris

Lanneau Dy, est aussi I'enveloppe a puissances divisées de X1, ,, relativement a
l'idéal (p, P,), compatibles avec les puissances divisées de pX;, ,,. Considérons ¢ :
Yrn — 2, 'endomorphisme o-semi-linéaire vérifiant ®(Y) = Y”.

Proposition 1.15. On a
i) ©((p, P.)) C (p, P,). On peut alors étendre ® a Dy, ,,.
i) H2,.(Oy.,) est stable par ®.

Démonstration.

i) En repartant de la remarque (p, P,) = (p, Y""), alors en utilisant le fait que ®
est o-semi-linéaire, on obtient immédiatement le premier point.

ii) Considérons x € HY,(O.,), alors z € Dy, et vérifie dv = 0. Cependant
comme D, = Dy, ((p, P)) alors d®(z) = (® ®idgy ) odz = 0, on ob-
L,n

tient donc ®(x) € H,(Or.,), dou HY, (O ,,) est stable par .

cris

[ |
Notation 1.16. O; = OL/pOL =X,/ (p, P)

considérons (ag, ay, ..., a,_1) € W,(Op). Pourr € {0,...,n — 1}, on note d,
I'image dans Dy, ,, d'un relevement de a, dans X, ,.

Proposition 1.17. p"d,”" " nedépend pas du choix du relevement et appartienta H?, (O, n)-

Démonstration. Soitby,by € X1, tel que by + (p, P,) = by + (p, P,) = a,. Ona donc
by — by € (p, P,). Dés lors,

—prlzjniT :PT(pn r) ( = T(bl) ”Yp"—T(bz))
:pn X C - Wn[Y] = EL,n
=0

n—r

pby

Ainsip b " = p'8" " etdonc p'd,”" " ne dépend pas du relevement.

D’autre part, d(p’d,”" ) = p'd(a,r" ) = p”d( ) "_r_l) = 0 car on est toujours
modulo p”. On a donc finalement obtenu que p'd,”" € H%, (Of.,). |

On définit 'application suivante

arn - WTL(@L) — H(?I‘IS(OL n)
-1

(ag,...,apn_1) — ZpTA
r=0

’rL T

On peut vérifier que oy, ,, est un homomorphisme d’anneaux qui ne dépend pas
du choix du générateur y de la W -algébre Oy
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On souhaite tout d’abord dans un premier temps étendre ce morphisme d’an-
neaux en un morphisme d’algebres a puissances divisées. On considere pour ce faire
I'idéal de W,,(O) formé des (0, a4, ...,a,_1) qui est muni de puissances divisées
naturelles (voir par exemple [I1179, numéro 0.1.4]). On considére maintenant 1'idéal
1,(0p) = {(ag, 1) EWR(Op) | d) = O}, et on note W F(O,) I'enveloppe a

puissance divisées de WW,,(O,,) relativement aI'idéal I,,(O,, ), compatible avec les puis-
sances divisées de I'idéal formé des (0, a1, ..., a,_1).

Proposition 1.18. o7, (1,(01)) € pDy,, N H2,(OL.,)-

Démonstration. Soit (ag, . ..,a,-1) € I,(Op), alors
n—1
aL,n(a()a cee 7an—1) = § prdrp

r=0
n—1

~ ~ pn—T

= do” + E p'a’

r=1

n—1
_ § : U
- p Qr
r=1

Ainsi ay, ,(ag, ..., an-1) € pDr, N HY, . (OL ), ce qui donne la proposition. W

Cela permet alors d’étendre o, ,, en un homomorphisme d’algébres a puissances

divisées ap! : WPP(OL) = HQi(OL)

n

Proposition 1.19. On peut munir W°F(OL) d'une structure de ®-module filtré

Démonstration.

+ On commence par définir la structure de W -module sur W,°”(O;). Celle-ci
provient de celle sur W, qui provient par extension des scalaires via 0 ~". Etant
donné a € W,z € W, l'action est donné para - x = o~ "(a)z ot 0~ "(a) estici
vu apres projection sur W,,.

s« ® agit naturellement sur W, (O.) par ®(ag, . ..,an_1) = (al,a®,...,d"_,). De
plus, ® envoie /,,(Or) dans lui-méme. On peut donc étendre ¢ en un endo-
morphisme d’algebre a puissances divisées de W27 (Oy,).

s 11 nous reste 2 munir W7 (O.) d’une filtration. On commence par introduire
un homomorphisme

9L7n : Wn(@L) — OL,n

n—1
(ag,...,an_1) —> prar "
r=0
ou a, désigne un relevement de a, dans O, ,,. On commence par observer que
(p) étant principal, alors les puissances divisées s’étendenta Oy, ,, = W, [Y]/(P,).
D’autre part, comme précédemment, on a 6 Lm(In(@L)) C pOy, quiest'idéal
a puissance divisées de Oy, ,, alors 6, , induit donc un homomorphisme d’al-
gebres a puissances divisées

935 : W,?P(@L) — OL,n
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dont le noyau ker(f7}) est un idéal a puissance divisée (voir Lemma 07H2).

On définit alors Fil'W,""(O,) := ker(¢P7)]. Lensemble de ces points montre

que WPF(O,) est muni d’une structure de ®-module filtré.
|

Proposition 1.20. o7’} est un isomorphisme de ®-modules filtrés.

Démonstration. 11 s’agit de vérifier les deux points suivants :

i) ap! estbijective.

ii) pourtouti,aP? (Fil'WPP(O,)) = Fil' HY (Or ).

Comme nousl’avons remarqué précédemment, les puissances divisées s’étendent
a0y, = W,[Y]/(P,), ainsi par [BO78, Remarque 4 de 3.20], on obtient un isomor-
phisme Dy ,,/J. . = W,[Y]/(P,) = Op . On notera par la suite can I'isomorphisme
précédent restreint a H2, (O ). On a donc le diagramme commutatif suivant :

DP
CKL,n

WPP(Or) » HYu(OLn)

m can
L,n

OLn

De plus, comme Fil'W, P (Or) = ker(0P7)1 et que Fil' HY,(O1.,) = ker(can)!.
Alors si on montre l'assertion i), I'assertion ii) en résultera. Montrons donc la pre-
miere assertion.
Comme Xj, ,, estlisse, on peut former son complexe de De Rham, et on a
HO(Sr0) = ker(Sp, 5 QL ).

On commence par observer que dY " = ep"dY "1 = 0 car on travaille toujours
modulo p", ainsi Y" € HY, (¥1,). Deplus,ona \ : HS . .(Xr,) — H2.(Or,)
un morphisme, et la projection 7 : H2, (Or,) — O, provenant de la composition
des fleches HY, (01,) — Op,etOp, — Op. Comme (p,P,) = (p,Y"), alors
Y" = pP + P,Q avec (P,Q) € Ok[Y], alors \(Y") € ker(m) qui est un idéal
a puissances divisées. En effet, \(Y”") € D;,, = Dy,  ((Y*")), il suffit donc de le
vérifier pour a € 31 ,, et Y car apres passage aux puissances divisées, 7,, (Y ") €
(YP"). Or m(YP") = w(pP) + n(QP,) = 0 par construction de 7, de méme (o) =
0 car la premiere fleche réduit modulo p”, et « € W,[Y] = ¥ ,. On a ainsi que
A(Y"") € ker(r). On en déduit alors un homomorphisme AP} de Dyo (s, ((Y#"))
dans H?, (O} .,), celui-ci est méme un isomorphisme. En effet, on commence par

observer que

ZL,n = Wn[Y] (*:) Wﬂ[yep”] . 1 @ co @ Wﬂ[yep"] : YePn_l (11)

Ainsi Y, estdonc un W,,[Y?"]-module libre donc plat. De plus, pour P € ¥ ,,, alors
ep"—1 ] N
par 1.1, on peut écrire P(Y) = > a;(Y?")Y?avec a;(Y"") € W,[Y]. En dérivant,
i=0
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on observe que

ep™—1 ep™—1
P/ (Y) — iai (Yepn )Yi—l + Z a’/i (Y@p")Yi
=0 \i:O ,
=0cara; (YCPT?);O dans W, [Y]
ep™—1
= ia; (Y)Y
=0
On tire donc que
ep”—1
AP =0 Y ig; (Y)Y =0
1=0

& P =ay(Y?") € W,[Y]

o . d Ny 1. 2 s .
Ainsile complexe X, —— €3, est IW,[Y%"]-linéaire, alors en tensorisant

par Dy, yen((Y?")), on obtient le complexe

ep™ d ep™
EL,n ®Wn[yep”] DWn[YEP"]((Y P )) E— Q%)L,n ®Wn[Y6p"] DWn[YEP"]((Y P ))

Or comme W, [Y] est libre sur ,,[Y*?"| donc plat, alors par [BO78, proposition
3.21],

Diy, s (YY) @up gy WalV] 2 Doy (V")
on a de méme que
DWH[YEP”}((Y@”)) Qw, [yerm] lem = Dwn[YeP"]«Yepn)) Qw,yerr] WalY] ®@w, vy lem
~ Dy, iy (Y?")) @w,v) s,
Ainsi,
Hyo(Orn) = ker (EL,n w, verr) D, e (YF)) = Q5 O, fyern) DWn[Yev"]((Yepn)))
= Hois(X1.n) @w,yerr) Dy yern) (V7))

Or en réutilisant [BO78, proposition 3.21], on obtient bien que Hg,(Or.n) ~ Do
car H, (X1 ,,) estlibre donc plat sur W,,[Y°"].

cris

= (V)

Or,onaX,,/pXL, = k[Y] et Xy, estlisse sur W, alors par [IR83, Chapitre III,
Proposition 1.4], le morphisme suivant est un isomorphisme

M W (k[Y]) — Hoi(Srn)
Y€l :=(Y*0,...,0) —> yer”

Il induit donc un isomorphisme d’algebres a puissances divisées

M - Dw,apy) (V) = Doz, ) (YF))
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Or pour toutr € {0,...,n—1}, en notant comme usuellement sur les vecteurs de
witt, F' : W,, — W,,_; le Frobeniuset V' : W,,_; — W, I'opérateur de décalage, alors
comme k de caractéristique p,ona F'V =V F = pet

nﬁ’;((o,...,o,yep”,o,...,0)) :nLn

_T]Ln

V©o F([Y]))

(VE)" o F""([Y]))
A

P ) pn—r ([Y])

A/—\A

:77Ln
:p’l‘
=0

—~

Ainsi Dy, 1) (([Y°])) s'identifie a Dy, 41y} (ver)) (([Y°])). On a donc finalement ob-
tenu un isomorphisme

o Dw,avyyre) (VD) —— Dy (VD) —55 Do, s, (V7))

CI‘lS (OL n)

Or k[Y]/(Y"") ~ $1,,/(p,Y?") ~ S1./(p, P,) ~ Op/pOp ~ Op, et comme
lidéal de W, (O,) engendré par [Y°] et les (0, ai,...,a, 1) NWest autre que I, (Op),
alors Dy, vy very (([V6])) s'identifiea WP (Op). On a alors lidentification de o’
et ar’), ce qui nous assure donc l'assertion z) [

En notant O = O /pOz, ona W, (Ox) = limy W, (Oy) pour L parcourant les ex-
tensions finies de K contenues dans K. Notons enfin W27 (O%) = Dy 6.) (1,(0%))
I'enveloppe a puissances divisées relativement a I'idéal (avec les mémes notations

que précédemment) I,(Ox) = {(ag, 1) € Wo(Og) | ab = 0} compatibles
avec les puissances divisées naturelles des (0, ay,...,a,_1). Ona

WPP(Og) = lim WP (Or).
La proposition précédente et les différentes remarques impliquent :

Corollaire 1.21. Par passage a la limite, les aﬁﬁ induisent un isomorphisme de -
modules filtrés o7 : WPP(Og) — HY\ (O ,.).

Définition 1.22. On définit O¢ = O7- = Jm Ox/p"Ox.
Notation 1.23. Poura € O, onnotera dson image dans O := O¢/pOc = Ox/pOx.
Définition 1.24. On note et appelle O := {(z(™),en € OF, (z("V)P = 2™},

Proposition 1.25. O, est muni d'une structure d'anneau commutatif en posant les
opérations suivantes :

1. (x(n)>nEN + (y(n))neN — ( hm (x(n‘i’m) _I_ y(n+m))pm)
m—+00 neN

2. (I(n))neN : (y(n))néN = (x(n)y(n)>n€N
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—_—

Proposition 1.26. Par lapplication () ,cn +— (z("),cn, on a une identification
entre O, et lim O.
mézp
Démonstration.
> injectivité : Soit z = (2),en ety = (y™),en € O% tel que l'on ait pour tout

n € N,z. =y, alors 2™ = y™ mod p et donc par récurrence, on obtient
que pour tout i € N, (z"*))P" = (y(*+D)P" mod p'*'. Alors, par définition de
07, on obtient que pour touti € N,z(™ = 4™ mod p'*!, et comme O est
p-adiquement séparé, 2" = y(™,

> surjectivité : Soit (y™),en € lim O, on consideére pour tout n € N, y™ € O¢

TP

un relévement de y(™. Alors (y"*V)? = (™ mod p, on a donc que pour tout
n € N, (y(tm))P™ existe dans O et est indépendant du choix de reléve-

—_—  ——

ment. Notons (™ cette limite, on obtient que (z(™),cx € O% etque z(") = y™),
[

lim
m—-+00

Remarque 1.27.

* (7, est parfait de caractéristique p et 'application suivante permet d’identifier
k a un sous-corps de O,

Lk — Oy,
e — (P )nen

* On en déduit alors que I'anneau W (0?,) est donc un 1/ -algebre sans p-torsion
et s'identifie 2 un sous-anneau de Wi (0%) := K @y W(O%).
* Fontaine a montré ([Fon82, proposition 2.4]) que 'application
00 : W(0%) — Oc¢
+00
(X0, T1y ey Tpyeen ) —> > p":vy(ln)
n=0

est un homomorphisme surjectif dont le noyau est un idéal principal dont on

notera &, un générateur.
Notation 1.28. On note S’ = Dy o, )((ker(6°)). Clest le sous-W (0%)-module de
Wi (O%) engendré par les 7, (&) pour n € N.
Notation 1.29. Enfin, on note Aqis := S = Dy ((ker(6°))" = Im ' /p" 5" le
séparé complété de S’ pour la topologie p-adique.
Remarque 1.30. A, est muni d'une structure naturelle de ®-module filtré. En effet,
on commence par observer que @ (ker(6°)) C ker(0") + (p), ainsi 'action naturelle de
® sur W(Obc) s’étend a S’ et donc a A,. La filtration sur A;s est donné par 'adhé-
rence de la i-éme puissance divisée de S’ (i.e. Fil' Aoy = S'11).

Proposition 1.31. Lapplication suivante

—_— T —

(Io,l’l, .. ) — (.Qf[gn),l‘gn), . ,LL’nril)

est un épimorphisme d'anneaux dont l'image deker(0°) + pW (O%) est l'idéal I,,(Ox).
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Démonstration.

* Commengons par montrer le caractere surjectif de 3,,. Etantdonnéi € [0,n — 1],

si 71" est connu, alors les z\) pour j < n sont connus car 2" = (z{")¥ . De
plus, comme K est algébriquement clos, on peut extraire des racines p*-émes

dans Og. On peut donc pour 2\ extraire une racine p¥-éme dans O, et on

i

pose xE"M) cette racine prise modulo pO+. On obtient ainsiun z; € W (0% ). Par
cette construction, on obtient 3, (xq, x1, . .., ¥,_1,0,...) = (x(()"), mgn), e x@l)

% Vérifions maintenant que 3, (ker(6°) + pW (0%)) = I,(O%). Considérons pour
celaa € ker(0°) +pW (O%), comme O est parfait de caractéristique p, on peut
donc écrire

a= (&) + (0,ap,a1,...) ot a; € (’)bc
= (£.0,%01,---) +(0,a9,a1,...)

Pour vérifier que 3, («) estun élément de /,,(O), il suffit de s’intéresser ala pre-
mieére composante. Or la premiére composante de 3, («) est donc géfg’. Comme

0 @) O _ X0 ¢ 0o Ainsic© —
§o € ker(0”), donc ) §yip' = 0etdonc ;g = — > &ip' € pOx. Ainsi &5 = 0
i=0 i=1

n

—~\ P —~
et donc (55[8) = 5(()?8 = 0, ce qui nous assure que 3,(«a) € I,(OF).

Proposition 1.32. Des lors, 3,, induit un homomorphisme
57?13 : Acris/pnAcris — WnDP( ~F)
qui est un isomorphisme de ®-modules filtrés.

Démonstration. D’apres les propriétés de la complétion p-adique, on a tout d’abord
que Agis/p" Acis = S’ /p"S’. De plus, d’apres les propriétés des vecteurs de Witt, on a
immédiatement que p"W (0%) € ker(f3,). Ainsi 3, induit bien un homomorphisme
surjectif de ®-modules filtrés

BT?P . Acris/pnAcris - WEP(OK>

Aris /D" Acris €st muni de la filtration J-adique ot J = ker(6°) + pW (O%,) eton a
JM = 0.0n a ainsi

0= J[n] g J[n_l] g T g J[l] g J[O] - Acris/pnAcris

De l'autre coté, on a W " (Ox) qui est munie de la filtration I,,-adique, et 527
envoie Jl/ sur I!. On obtient donc un morphisme surjectif sur les gradués

5513,1' . J[z]/J[z+l] _y [T[LZ}/L[IZJrl]

Les filtrations étant exhaustives, on a : BT?P est un isomorphisme si et seulement
si pour tout ¢ < n, 3PP est un isomorphisme. Ainsi pour montrer la proposition, il
nous suffit de montrer I'injectivité de 327, Or, on a d’une part que J / Jli+1 est un
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S’/ J-module, et d’autre part que ]Z]/I[ "I qui estun WPP(O%)/I,-module. Or, on a
par construction de f3,, que

Oc = W(Og)/(ker(6°) + pW (O¢)) = W, (O) /L
Mais par la remarque 4 de 3.20 de [BO78], on a aussi
S'/J = W(Og)/ ker(6°) + pW (Og) et W,'" (Og) /1, = Wi (Og) /L.

Ainsiles ensembles de départ et d’arrivée de B2 sont des Oc-modules. Or par [Ber14,
proposition 1.5.1], on a J/Ji+1 = Op - 4,(&). De méme, on a I, = (3,(&),p) et
donc par la méme proposition que 7, g / = 0g- 7i(Bn(&)). On a donc une appli-
cation surjective entre deux O-modules libre de rang 1. Ainsi pour tout i < n, 32
est donc injective et est un isomorphisme. On obtient ainsi le caractere isomorphe de

8", m
Remarque 1.33. Le diagramme suivant est commutatif

DP

Acris/pn+1Acris s Wn[jg( f) "+1 HO (Of,n—i-l)

cris

| |

Acris/P" Acxis W WnDP< N?) —> Hy; (O?,n)

cris

Corollaire 1.34. Par passage a la limite, les «27 o sPF

HY. (OF).

cris

permettent d’identifier A.s et

On peut maintenant conclure la preuve de 'assertion ii) du théoréme 1.7. En ef-
fet, on a obtenu que H?, (O%) s'identifie & A, qui est sans p-torsion car W (O)

était sans p-torsion et que A est le séparé complété de S" = Dy o5, (ker(6")). On a
de plus obtenue I'identification via projection de Cm((’)in) et Aeris/P" Aeris donc de

CI'IS ( ) /pn H(())I‘IS ( 7)
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Chapitre 2

Lettre de Berthelot a Nekovar

Notation 2.1.
> Sy = Spec(Ox)
> Op = lim O

TP

2.1 Définitions et objectif de ce chapitre

Définition 2.2.
RTyig(So) := RIm (Rl aris,(m) (So/ W) ®@ Q)

Lobjectif de ce deuxieme chapitre est d’étudier la lettre adressée a Nekovar par
Berthelot ([Ber02b]) concernant'étude de la cohomologie rigide de S, comme limite
des cohomologies cristallines de niveau m. Il énonce notamment le théoréme suivant
dont la preuve sera l'objectif principal de ce chapitre.

Théoréme 2.3. On a les deux faits suivants
i) Il existe un isomorphisme canonique Hy, (Sp) ~ BT

ii) Pour toutn > 0, HZ,(Sy) = 0.

2.1.1 Rappel sur 'anneau B

Définition 2.4. Pour toutidéal a C O°, on pose
Sa = { > walp" € W(OL) @Q | ¥n < 0,0, € a"}
n>>—oo

ol [v,] est le représentant de Teichmiiller de v,,. On notera pour la suite S, sa com-
plétion p-adique et on notera B = S, ® Q.

Proposition 2.5. (voir [Fon82, proposition 4.4]). Sia C o sont deux idéaux de O,
alors lapplication S, — Sy est injective.

Définition 2.6. B = (| B;.

agObO

19
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2.1.2 Calcul de RT qis (1) (So /W)

Remarque 2.7. On commence par 'observation suivante : Rl o (m) (So/W) peut-
étre calculé comme dans le cas m = 0 au sens suivant :

chris,(m) (S_O/W) =R 1&1 chris,(m) (S_O/M/’L)

Proposition 2.8. Pour tout i, le W;-schéma Spec(W;(OL,)) est formellement étale sur
Spec(W;(k)). Ainsi, la surjection canonique W;(0%) — Oz définit une immersion
fermée tel que le P D-voisinage correspondant est un objet final du site cristallin (de
niveau m,) Cris( (So/W;).

Démonstration.

— Montrer que Spec(W;(0%)) — Spec(W;(k)) est formellement étale est équi-
valent & montrer que le morphisme d’anneaux W;(k) — W;(O,) est formelle-
ment étale. Cela revient donc a montrer que pour tout diagramme commutatif
suivant ou1 B est une W;(k)-algebre et I C Bidéaltel qu'ilexisten € N, [" = 0:

Wi(0%) —"— B/I

~
~
~
~
~
~
~
~

~

Wi(k) —> B

1l existe une fleche W;(0%,) — B (en pointillé) faisant commuter 'ensemble du
diagramme. Construisons celle-ci, soit 7 = (rg,...,7_1) € W;(O%), on note
pour tout k € [0,i — 1], 7, € B unrelevement de h([r;]) olt [r] correspond au
représentant de Teichmiiller de ), € O2,. Définissons :
fo: WiOL) — B
i—1

(7’0,...,7"@',1) — kapi_kp
k=0

Cette fleche est bien définie et indépendante du choix de relevement fait. En
effet, / est muni d'une PD-structure, et B comme W; algébre, donne donc que
la preuve de I'indépendance du relevement est la méme qu’en proposition 1.17
du chapitre 1. Notons enfin fp = 60 F~* : W;(0%) — B ou F est le Frobe-
nius sur W;(O2) qui est un automorphisme car O%, anneau parfait de caracté-
ristique p. On obtient dés lors par construction que cette fleche fait commuter
le diagramme, on a donc bien le caractere formellement étale.

— Comme W;(0%,) — O est surjective, alors i : Spec(Ox) — Spec(W;(OL)) dé-
finit une immersion fermée de IW;-schémas. On considere alors le P D-voisinage
correspondant noté D(J;) = Spec(P,(J;)) (ol P,y (J;) estl'enveloppe a puis-
sance divisée de niveau m de .J; oi1 J; = ker(W;(0%) — Ox)) et montrons que
c’est un objet final du site cristallin de niveau m. Commencons par monter que
D(J;) € Cris(m(So/W;). Par [BO78, page 3.19], I'immersion fermée i de W;-
schémas se factorise en une immersion fermée j : Sy — D(J;) de noyau J; qui
est un m-PD-idéal, on a donc:

k
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Ainsi D(J;) € Crisgy)(So/W;). Montrons maintenant que c'est bien un objet
final du site, et considérons donc T' = (U = T, ) € Cris(Sy/W;), comme le
diagramme suivant commute :

U s S —— Spec(W;(OL))

| |

T » Spec(W;(k))

et que Spec(W;(0%)) — Spec(W;(k)) est formellement étale, alors comme U —
T estun épaississement nilpotent, il existe une unique fleche T — Spec(W;(0%))
faisant commuter I'ensemble du diagramme. On obtient ainsi le diagramme
commutatif suivant :

U— 5
T —— Spec(W;(0%)) «+—— D(J;)
alors par propriété universelle de D(.J;), comme U — T est une immersion
fermée telle que I = ker(:*) définissant celle-ci  est un m-PD-idéal, on obtient
T — D(J;) etdonc un morphisme dans Cris,,) (So/W;), ainsi D(J;) est un objet
final du site.

[

Corollaire 2.9.
i) Hgm (m) (So/W;) = Puny(J;) 0t Py (J;) est lenveloppe a puissances divisées de
niveaum de J; = ker(W;(0%) — Ox).

ii) Pourn > 1, H". . (Sy/W;) = 0.

cris,(m)

Démonstration. Dans la proposition précédente, onavuque D(J;) = Spec(Pp(J;))
est un objet final du site cristallin, alors Hom(_, D(J;)) est un objet final du topos. Dés
lors, on a par [BO78, page 5.15] que pour toutn € N

Hcrls m)(SO/W) H(le m)((SO/Wi)cris,(m)7 OST)/WL)

= R"I'(Hom(_, Spec(Pm)(Ji))), Oz /w:)

= R"I'(Spec(Pm)(i), Op(s))
Or le foncteur de section globale pour les faisceaux quasi-cohérents est exact sur les
schémas affines, on tire donc que :

P(m)(Ji) sin=0
cr1s m(SU/W) { 0 sin > 1.

Dans le chapitre 1 en remarque 1.27, on a une application §° : W(0O%) — Oc.
Celle-ci est un relevement de W (0%) = O ~ O¢. Ennotant 6, : W;(O%) — O,
la réduction modulo p’ de I'application °, I = ker(6°) et I; = ker(6;), alors on a
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J; = I; + pW;(0%). On obtient donc par compatibilité avec les puissances divisées de
p que
Py (i) = Py (1) = Py (1) /9" Py (1)
Alors en utilisant le corollaire 2.9 et la remarque 2.7, on obtient la proposition sui-
vante :

Proposition 2.10.
) HY 0y 5o/ W) = Py (1).

ii) Pourn >1,H".

cris,(m)

(So/W) = 0.

2.1.3 Réduction du théoréeme

Notation 2.11. Notons pour la suite A () = Pm)(I) et Bcrls () = = Agis,(m) ® Q
de tel sorte qu'on retrouve comme dans l'article de Fontaine que A.;s = Acrl&(o) et
Bt =BTt

cris cris, (0)*

Proposition 2.12. Les fleches de transitions Acyis (m+1) — Acis,(m) SONt injectives. En
particulier en passant a la limite projective, on obtiendra l'intersection.

Démonstration.

> Par définition des algebres a puissances divisées de niveau m, on a
Py (1) = Poy(1"")) = Poy(I1%") + pW (Op,))

De plus, la m-iéme itérée du Frobenius ¢ qui est un automorphisme de W (O?,)
induit un isomorphisme semi-linéaire de A (o) dans A (m). On ale diagramme
suivant :

crls (0) ¢—> Acrls (m)

S e e

Acris,(O) T) Acrls,(l 7) ACrlb,(m-‘rl)
Or le triangle gauche du diagramme est commutatif, et ¢ est injectif sur A
donc can. : Ais (1) — Acis €st injectif. Or, comme le rectangle du diagramme
est commutatif, on en déduit que can. : Acis (m41) — Acris,(m) €St donc injectif.

[ |

On a ainsi obtenu :

BT, Cmmmmmng » BT,

cris,(m—+1) cris,(m)

[ [

Acris, (m+1) — Acris, (m)

On utilise les fleches de transition par identification pour travailler dans B .. Pour
démontrer le théoreme 2.3, on est donc ramener maintenant a montrer la proposition
suivante : (la réduction du deuxiéme point provient du fait que plus généralement

R lgl = 0 pour tout i > 2).



2.1. DEFINITIONS ET OBJECTIF DE CE CHAPITRE 23

Proposition 2.13.
l) ﬂBcrls (m) = B+'

1
ii) R L eris, (m) = O-

2.1.4 Démonstration du point i)

En réutilisant les notations de la sous-section 2.1.1 sur 'anneau B*. On part cette
fois de la vision de 'anneau O}, comme étant I'ensemble des suites u = (u™),,c de

O¢ tel que (u™1))? = 4", Considérons alors u € O, tel que u'”) = —p. Posons deés
lors « := [u] + p. Alors a est un générateur de I = ker(#") (voir [Fon82, proposition
2.4]).

Enposant a = (u) C 0%, alors a est 'ensemble des éléments de valuation supé-
rieure ou égale a 1. (la valuation est définie par celle du premier terme comme dans
[Fon82]).

Notons a, 'idéal engendré par u?".

Proposition 2.14. Bt = (B

Démonstration.
C: Pourtoutn > 0,l'idéal a, est propredonc {a,,n € N} C {J C 0%, J idéal propre}.

< ' €
On obtient ainsi BT C ﬂ B,,.

n=0

U

: Soitx € ﬂ B,,. Soit J C O un idéal propre, Par la proposition 2.5, il suffit
de montrer qu ‘il existen € Ntelquea, C J pour pouvoir conclure. Supposons
que pourtoutn € N, a, ¢ .J. Alors comme ﬂ a, = {0} et (a,)nen décroissante,

alors il existe ny € Ntel que a,, N J = {0}. Cela revient a dire que tout élément
non nul x de J est de valuation strictement plus petite a ng. Or u™x € J car J
est un idéal et v(u"z) = nov(u) + v(x) > ngcarx € J C mou m est I'idéal
maximal de O, (qui est un anneau local d’idéal maximal I'ensemble des élé-
ments de valuations supérieur ou égale a 0, voir [Carl9, page 31]). On obtient
ainsi une contradiction.

[

Or par [Fon82, Proposition 4.2], comme a,, = (u?") est principal et o”" de premier
terme [u?"] alors S,, = W (O%) [ } On définit des lors deux applications pour tout
m>0:

o — (P = 1) p(a?)
et
vi Puyll) — W(O) 2]
ey (8) (=)'
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Ces deux applications s’étendent aux complétions p-adiques si bien qu’en les re-
gardant comme des sous-anneaux de A5, on a

Sam+1 g Acris,(m) - P(m)<I) g Sum
D’ol1 on obtient
Bf CBY . CBi
m+1 — "cris,(m) = T 0m

+

cris,(m)’

Ainsi on obtient finalement via la proposition 2.14 que B* = (B =B

ce qui conclut la démonstration du point 7).

2.1.5 Démonstration du point i)

Pour m’ > m, notons p,., : B — BT les fleches de transitions obte-

cris,(m) cris,(m)

nues comme précédemment (voir [Berl4, point 1.4.7]).

Définition 2.15. Onnotepourtoutm > 1,C, = [ Bl o€t Dm = [ Bl o)

cris, cris,(m
m’'<m m/<m

+

cris,(m

On définit trois applications, une faisant le lien entre B
faisant le lien entre C,,, et D,,,.

) et C,, et deux autres

5m : Bctls,(m) — Cm
Z > (Pom (), prm(T), s Pm,m(T) = )
pm: Cn —> Dy,
X — (p0,1($1)7 o ;pm’,m’—l—l(xm’—l—l)u cee 7pm—1,m(xm))

et ,, : C, — D,, I'application de projection.
Proposition 2.16. La suite suivante est exacte

Om TTm —Pm
y —— Cm > D, > 0

0 —— BT

cris,(m

Démonstration.

* Linjectivité de J,, s'obtient immédiatement sur la derniere composante obte-
nue.

x Intéressons-nous a la surjectivité de I'application ,, — p,,. Pour ce faire, consi-
déronsy = (Yo, ..., Ym_1) € D,,. Considérons z,, un élément de B ¥ alors

cris,(m
pour ¢ parcourantm—1a0 on construitz; € B:;i&(i) telquez; = p; i1 (x(i+1)+yz-.
On a donc construit x = (zo,...,x,,) tel que pour tout i € {1,...,m — 1},
(T () = 0 ()i = i — pii1(Tiz1) = Yi-

On a donc obtenu la surjectivité de I'application.

« Montrons maintenant Im(4,,) = ker(m,, — pn).

C: Soity € Im(d,,), il existe x € B .,y telque y = (pon(2), - .., prmm(2)),

alors (7Tm - pm)(Q) = (pO,m<w>7 cee nomfl,m(x)) - (pO,l(pl,m<x))7 s )
Or pour tout m' > m, P/ m/+1 © P/ +1.m = Pm’.m,» AiNS1i 0N obtient que
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pn(y) = (po1(p1,m (), - s P w1 (Pr1,m (), - - -y P t,m (P (7))
( ( ) "-upm’,m(x>a"-7pm—1,m(m))

(y)

doncy € ker(m,, — pm)-
: Soity = (Yo, - - -, Ym) € ker(m,, — pm), alors

U

(Yo, -+ s Ym—1) = (P01 (¥1), Pr2(¥2), - - -5 Pr—1.m(Ym))

Ainsi, on obtient que pour touti < m —1,Y; = pim(Ym) € Ym = Prmm(Ym),
et on peut donc écrire y = 6,,(y,,) et donc y € Im(d,,).

Pour montrer le point ii), on est donc ramené a montrer qu'en notant
H BCI‘lb (m)>
etp = @pm :C'— C,quep— Id: C — C estsurjective.
m

Définition 2.17. Pour z # 0 élément de B onposev(z) = sup{z € p" Acyis (m) }

cris,(m)’

neZ
et ||z]| = p~).
Remarque 2.18. || - || définit une norme sur le Q,-espace vectoriel B, (,,)+ tel que
(B s, my» || - II) soit complet.

Proposition 2.19. Pour toutm’ < m, ||pp m|| < 1.

Démonstration. Soitx € BCrlS (m)» ON peut donc écrire r = p”(z)y avec y € Acis,(m)-

Comme = € p*® Aeyis (m), AlOTS Py i () € P'@ Aryis (mry €t donc v(z) < v(pyr (),
ce qui permet de conclure que ||p,.m ()| < ||z|| et par suite ||pp || < 1. |

Définition 2.20. Considérons n < 1, et posons

E, = {a: = (Tm)men € C,n ||| —> O}

——+00

on définit pour x € E,, |[z[|g, = sup n7™"||zm].

meN

Proposition 2.21. || - ||g, est une norme sur E,.

Démonstration. Par définition de E,, pour z € E,, la suite (7~""||z,,||)men tend vers
0 donc est bornée, ce qui permet de bien définir ||x||, . Le fait que ce soit une norme
suit directement du fait que || - || est une norme sur B |

cris,(m)*

Proposition 2.22. (E,, || -||g,) est un espace de Banach stable par p et tel que ||p|| < 7

Démonstration.
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— On commence par démontrer le caractere complet. Considérons (z)iey une
suite de Cauchy de E,, on note pour tout & € N,z = (z4;)jen € C. Soit
e > 0,3ng,Vn,m > ng, ||z, — zn||E, < €, cequirevient a dire que pour tout
j € Nyni||z,; — xm ||<e(x). On a donc a j fixé que (z, j)nen €St une suite
de Cauchy de BCrlS (;) Qui est complet pour || - ||, ainsi il existe z; € chs tel
que zy; — . En posant alors y = () en, en faisant tendre m vers I 1nﬁni

n—

dans (x) on a obtenu qu'il existe 7 tel que Vn > n,Vj € N, 7||z,; — z;]| < &,
c'est-a-dire ||z, — y|| < ¢, ce qui permet de conclure.

— Soitz = (zm)men € E,alors p(x) = lim  pn(x) = (po,1(21), pra(a2), p2s(ws), .. .)
et donc par la proposition 2.19, on tire

0" p(@)ml| = 07" | Pmmt1 (T |

<" llamall = 5=V el x 0 2 0

Ainsi F,, est stable par p et par I'inégalité précédente on tire que

(@), < nll]ls,
|

Remarque 2.23. On déduit donc que /d — p est inversible sur £, est donc surjective.

Remarque 2.24. On commence par rappeler des descriptions explicites de B, et
B se trouvant par exemple dans [Ber02a] :

Cris

By, = lm(W(0%) ® Q)/ (ker(6))" = {x =3 wGa, € W(OL) ® @}

n n>0

=~ Cy[[t]] ottt = log([¢])

et se rappelant que ker(6) = (&),

Bl = {:B € Bjp.x = Z:z:n , T, — 0dans W (0%) ® @}

n>0

On en déduit une description explicite pour tout m de B, () -

n>0

B:;is,(m) =z € Bl 1= an L J @, — 0dans W(0%) ® Q

p™ |”

On observe ainsi B, is (m) €stinclus dans Bj, etcomme W (O.)®Q est dense dans

Bj, qui est sa completlon ker(#)-adique, alors W (0O?,) ® Q est dense dans B
pour tout m.

cris,(m)

Corollaire 2.25. Id — p : C' — C est surjective.

Démonstration. Etant donné z = (z,,)meny € C, comme pour tout m, W(0%) @ Q
est dense dans B, et que P (W(04) @ Q) = W(0%) ® Q, alors

cris,(m)’

W(0g) ® Q C Im(pmmi1) € BL, (m)
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oL 2 T/ N . + . P
et par densité, on a Im(py,m+1) = B, (m)- Cela permet de construire par récurrence

une suite y = (Y, )men € C tel que yo = 0, et vérifiant

(@ = Ym) + Pt Ymrr)|| < 02

Cela assure que &' = (7, — Ym + Prmmt1(Ym+1)) ey € Ly OF comme Id — p est sur-
jective sur £,, il existe z € E,, 2’ = z — p(z). Or

Id=p)y+z)=y+z—ply+2)
=
=(y—py) + (z = p(2))
=y—ply) +2
=1z (par définition de z)

Ainsild — p : C' — C est surjective.
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