UNIVERSITE DE FRANCHE-COMTE

ProjeT M2 - M AGISTERE

Théoréme de Dwork sur la rationalité de
la fonction zeta

Auteur : Encadrant :
Alix MATHIEU Christine HuyGHE

UNIVERSITe &
FRANCHE-COMTé

24 janvier 2025


http://sciences.univ-fcomte.fr




Table des matiéres

Introduction
0.1 Introduction ... ... ...........

1 Les séries entieres p-adiques
1.1 Rappels préliminaires . .. ........
1.2 Séries entieres et premieres définitions . .
1.3 Logarithme et exponentielle p-adique . .
1.3.1 Lelogarithme p-adique . ... ..
1.3.2 L'exponentielle p-adique . . . . . .

1.3.3 Exponentielle et Logarithme p-adique comme réciproque 1'un

delautre. . ... ... ... ....
14 LemmedeDwork ... ...........

2 Les Polygones de Newton
2.1 Polygones de Newton pour les polyndmes

2.2 Les Polygones de Newton pour les séries entiéres . . . . ... ... ...
2.3 Quelques exemples de polygones de Newton . . . ... ... ......

3 Rationalité de la fonction zéta
3.1 Criteres algébriques de rationalité . . . .
3.2 Le théoreme de Borel-Dwork . ... ...
3.3 Hypersurfaces et fonctions zéta . . . . . .
3.3.1 Hypersurfaces affines et projectives
332 Lafonctionzéta .. .........

3.3.3 Endomorphismesde Cp[[X1,..., Xull . o oo oo oo oo

3.34 Relévement de caractéres C,-valués

3.3.5 Meéromorphie de la fonction zéta .

3.3.6 Rationalité de la fonction zéta . . .
3.4 Extension aux variétés affines/projectives

Bibliographie

iii






Table des figures

2.1
2.2

2.3

24

2.5
2.6
2.7
2.8
29

Polygone de Newton de f(X) =1+ X?+ %X3 +3X* e Q3[X]. ... .. 17
+oo | .
Polygone de Newton de f(X) =1+ }; plzX’ €QuX] . ... 20
i=1
+00 . ;
Polygone de Newton de f(X) = X (3X)' + X¥) e Q3[X] . . ... ... 20
i=0
+00 .
Polygone de Newtonde f(X) =1+ } pX' € Q,[X] .. ... ... ... 21
i=1
Polygone de Newton de f(X) = —¢ log,(1 - X) € Q3[X] . ....... 21
Polygone de Newton de f(X) =1+ X2+ 1X3+3X* e Q3[X]. . . . . . 22
Polygone de Newtonde g(X) e Q3[X] . . ... ... .. ... .. ... 22
Polygone de Newton de f1(X) € Qo[[X]] . ... ... ... .. .. .. 29

Polygone de Newton de fo(X) € Qo[[X]] . . . .. .. . ..o oo 29






Introduction

0.1 Introduction

En 1959, Bernard Dwork a surpris la communauté mathématique en prouvant la
premiére partie de la conjecture de Weil sous une forme forte, a savoir que la fonc-
tion zéta de toute variété algébrique sur un corps fini était une fonction rationnelle.
De plus, sa preuve n’était pas du tout conforme a 1'idée répandue a 1'époque selon
laquelle les conjectures de Weil seraient et devraient étre résolues par la construction
d’une théorie de cohomologie appropriée pour les variétés sur les corps finis. Pour
ces travaux, Bernard Dwork regu le prix Cole en théorie des nombres.

Cette démonstration passe par l'utilisation d’analyse p-adique, c’est celle-ci que
nous essayerons de retracer. Nous commencerons dans le chapitre 1 par nous intéres-
ser a la notion de série entiéres p-adique, puis nous explorerons de nouveaux outils
a l'image des polygones de Newton dans le chapitre 2.

Enfin, dans le chapitre 3, nous tacherons d’énoncer le théoreme de Borel-Dwork,
d’en présenter une preuve, pour enfin I'appliquer a la fonction zéta et montrer la
dite rationalité. Pour se faire, il est nécéssaire de s’intéresser a la p-méromorphie de
la fonction zéta, on en donnera une preuve complete. Pour ce faire, il est nécessaire
d’utiliser une formule liant le déterminant et les traces itérées, celle-ci est présenté
dans [4] dans un cadre plus général et dans [5]. On re-démontrera celle-ci dans le cas
particulier étudié.






Chapitre 1

Les séries entiéres p-adiques

1.1 Rappels préliminaires

Proposition 1.1. Dans un espace métrique dont la distance provient d'une norme ||.|| non-
archimédienne, une suite (x,)nen est de Cauchy si et seulement si ||x,41 — x| — 0.
n—+00

Démonstration.

+ Si (x,) est de Cauchy, alors en considérant ¢ > 0, il existe N € N tel que
Vn,p > N, < ¢. En prenant p = 1, on a bien le résultat souhaité.

# Si ||xp41 —xn]] — O, alors en considérant ¢ > 0, il existe N € N tel que
n—+00

xn+p _'xn|
Vn > N, [|xu41 — x4|| < € Dés lors, en considérant n,p > N, on a par non-
archimédiannité de la norme que :
n+p-1

Z (xiv1 = x;)

< max{[[xis1 - xill ,i € {n,...,n+p -1}
<e&

sy = =

Donc la suite (x,,)en est de Cauchy.
H

Proposition 1.2. Dans un espace métrique complet dont la distance provient d’une norme
||.|| non-archimédienne, une série converge si et seulement si son terme général tend vers 0.

Démonstration. Une série de terme général u, converge si et seulement si la suite des

sommes partielles (S,;),en est de Cauchy car I'espace métrique est complet. Or par la

proposition précédente, cela revient a ||S,, — Sy—1]| = |lun|| — O [
n—+oo

Proposition 1.3. Si on considée un espace métrique complet dont la distance provient d"une

norme ||.|| non-archimédienne. Si on prend (a,)nen une suite telle que ), a, converge (i.e.
n>0
a, — 0) et qu'on considere (a},)nen un réarrangement de (a,)nen alors 3, aj, converge (i.e.

n>0
a, = 0)et >, a,= 2 aj.
n>0 n>0

Démonstration.

+ Soit ¢ > 0, comme a, — 0, alors il existe Ny € N tel que pour tout n >
No, |la,]| < €. Mais en terme d’ensemble, {a,,n € N} = {a},,n € N} donc la

liste {ag,--- ,an,-1} est inclus dans {a(’), e ,a;\h_l} pour un certain N; € N.

Alors pour tout n > Ny, ||a;|| < € et donc la série ), a, converge par la
n>0

proposition précédente.
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En notant S := Zo a,, on souhaite montrer que Zo a;, = S. Pour cela, prenons
nz n>

¢ > 0, comme a, — 0, alors A = {n,||a,|| > ¢} est fini, on peut alors noter m
le plus grand entier inclus dans A et ainsi, ona A € {1,2,--- , m}. On peut dés
lors écrire :

S—Zan S—ian+ian—2an
n=0 n=0

neA neA
m
DI DRI
n>m n=0 neA

On observe qu’en prenant la norme et en utilisant le caractere non-arhcimédien
de lanorme :

m
S-S < | S+ [ S-S
neA n>m n=0 neA
m

< max ||a,| + Zan—Zan

n>m

N , n=0 neA

<e
chaque terme restant de norme<e

<2

De méme, comme a,, — 0, alors A’ = {n, ||a},|| > ¢} est fini et égal a A car on a
juste un réarrangement des a,,. On peut de méme noter m’ le plus grand entier
inclus dans A’ etainsiona A’ C {1,2,--- ,m’}. On a alors :

Z a, = Z a;, (1.1)

neA neA’
et pour N > m’,
N
Z ay, — Z a,|| < € (car chaque terme restant de norme < ¢) (1.2)
n=0 neA’
Ainsi pour N > m’,ona:
N N
S—Z:a;Z =S - a, + an—Za;
n=0 neA neA n=0
N
— ’ ’
=(S—- ) an+ ay, — Z aj,
€A neA’ n=0

IA

=

%

—_—— =

wnn

|
[
N

=

x
=~

|
1=
:Q\

IA
N
™

Ainsi ), aj, =S.

n>0
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Proposition 1.4. Soit F(X,Y) € R[[X, Y]] s"il existe (a, b) € R, tel que pour tout (x, y) €
la, b, F(x, y) = 0, alors tous les coefficients de la série formelle sont nuls.

Démonstration. Notons F(X,Y) = Y a;xX*Y!. Dans un premier temps, on re-
(1,k)eN?
marque :
F(X,Y)= Z (Z “l,ka Y!
l k
= > @)Y ot gi(X) = Y aX* e RIX]
1

k

Comme V(x,y) €la,b[,F(x,y) = 0, alors par le prolongement analytique, on a
Vx €la,b[, Y g1(x)Y' = 0 donc pour tout x €]a,b[,] € N, g;(x) = 0 donc par le pro-
1

longement analytique g;(X) = 0 pour tout € N. Ainsi a;; = 0 pour tout (I, k) € N?
et donc on a la série formelle nulle. ]

1.2 Séries entieres et premieres définitions

Remarque 1.5.
> On se placera dans C,, le complété de la cloture algébrique de Q,.

> Onmunira C, de lanorme p-adique étendue depuis Q, que 'on notera toujours

[y
+00

Définition 1.6. On appelle série entiere tout élément f(X) = 3} a,X" ot a, € C,.
n=0

+00
Proposition 1.7. Pour x € C,, la série numérigue a,x" converge si et seulement si
P
n=0
|anx”|p — 0
n—+oo

Démonstration. Cela résultat du fait que C, est un espace complet muni d"une norme
non-archimédienne |.|,,, et on utilise la proposition 1.2. ]

Définition 1.8. On appelle rayon de convergence d"une serie entiére f, noté R(f),
I'élément suivant :
R(f) =sup{r € Ry, |ay|,r" — 0}

n—-+o0o

Proposition 1.9.

v
lim sup |an|;/"

R(f) =

1

Démonstration. Notons pour la suite ici r = ————
limsup |ax |,

* Supposons que x soit tel que |x|, < r et montrons que |a,x"|, — 0. Comme

|x|, < r, on peut écrire |x|, = (1 - &)r pour ¢ > 0. Ainsi, on a:

janx], = (r lauly")" (1 = &)"

mais par définition de la limite sup, on a pour n assez grand que

1
r(1-3%)

1
|an|p/n <
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et donc que
n
lim [a,x"|, < lim ((1 —¢) ) =0
n—-+co n—+co (1 - )”
* Supposons maintenant que x|, > r, i.e. s — alors pour une infinité de n on
a Ianll/'1 x|, > 1,ie |ayx"|, > 1doncle terme |anx”|p ne peut converger vers

0.
[

+0o0
gy i ) . N
Exemple 1.10. Considérons la série }; %X " et intéressons nous a la convergence
n=1

. Lo A1 —1)"+
de cette dite série. Notre terme général ici est a,, = ( r), ,alorsona |a,|, = pordp(m)
etdonc lim |an| = 1. Ainsi,
n—+oo

+ si |x|p < 1, la série converge.
+ si |x|p > 1, la série diverge.

= p°" > 1 donc la série diverge.

* si|x|, =1, alors |a,x"|, =

Avant de continuer, introduisons quelques notations qui nous serons utiles par
la suite.

Définition 1.11. Si A est un anneau, on notera
— A[[X]] 'anneau des séries formelles en X a coefficients dans A.
— 1+ XA[[X]] = {f € A[[X]], de terme constant ag = 1}
(S

Définition 1.12. Soita € C, et r € R. On appelle

— Disque fermé de centre a et de rayon r ’ensemble :

D,(r) dff {xeC,y,|x —alp <r}

— Disque ouvert de centre a et de rayon r I’ensemble :

D,(r7) = {xeCpy |x—al, <r}

On prendra la notation suivante : D(r) := Do(r) et D(r~) := Do(r™).

Lemme 1.13. Toute série entiére f(X) € Zy[[X]] converges sur D(17).

+0o0
Démonstration. Soit f(X) = Z a, X" tel que a, € Zy et x € D(17), alors |x|, < 1et

comme |an|p 1 pour tout n e N, on obtient |a,x" |p |x|p — 0 ce qui assure la
+00
convergence. n

+00
Lemme 1.14. Toute série entiere f(X) = ) a, X" € C,[[X]] qui converge sur un disque
n=0

D = D(r) ou D(r™) est continue sur D.

Démonstration. Considérons ¢ > 0, et x € D. Comme la suite (|unx”| JneN converge,

x |p

elle estbornée disons par un élément M > 0. Considérons 6’ = eté = min(|x|, —¢,0),
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alors en considérant x” € D tel que |x” — xlp < 0, etcomme 6 < |x|p,alors |x’ |p |x|p
On a déslors:

|f() - f)], =

+00
Z(anx” —a,x™)
n=0 p

< max |a, (x" = x"")],
n
_ ’ n-1 n=2.., m-2 m-1
—max(|an|p|x—x|p|x +x" X+ x |)
n
< max(|an|, |x = x'|, |x|*™) (car |x|, = |x’
- p (l ’rl|p| |p| |p ) ( | |p | |p)
o
< —max(lanx )

xl,
<é¢€

D’ott la continuité de f(X). [

1.3 Logarithme et exponentielle p-adique

1.3.1 Lelogarithme p-adique
Revenons dans un premier temps sur 1'exemple 1.10 pour lequel nous avons vu

+ n+

que le dique de convergence est D(17). Cette série } %X” définit donc une
n=1

fonction sur D(17) a valeurs dans C,,.

Définition 1.15. On appelle logarithme p-adique la fonction log,(1 + X) définit
comme suit :
D(1") — G,
. +oo n+
logp(l + X): X R logp(l )= (_1;1 L
n=1

Proposition 1.16. Pour (x,y) € D(17)?, ona
logp[(l +x)1+y)] = logp(l +x)+ logp(l +y)

Démonstration. Comme x,y € D(17),ona (1+x)(1+y)=1+(x+y+xy) € 1+D(17),
on peut donc bien donner un sens et définir :

_ )n+1

log, [(1+x)(1+y)] = Z( (x+y+xy)"

On ade plus que sur R, log[(1+x)(1+y)] = log(1 +x) +log(1 + y), donc en notant
F(X,Y) = log[(1 + X)(1 +Y)] —log(1 + X) — log(1 + Y). F doit donc s’annuler sur
] —1,1[?, et donc tous les coefficients devant X" Y” dans F(X, Y) doivent s’annuler
par la propositon 1.4. Cela nous assure que dans Q[[X, Y]], on a I’égalité :

Z(l X"+ Z(l

)n+l )n+1

Y" = Z (= Dnﬂ (X +Y +XY)"
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+00
Or par la proposition 1.3, log, [(1 + x)(1 + y)] peut étre écrit comme 3, ¢y nx"y"™.
m,n=0

Ainsi I'identité formelle dans Q[[X, Y]] nous assure que les nombres rationnels ¢,

1 n+1
doivent s’annuler sauf si n = 0 ou m = 0 et dans ce cas : co,y = Cno = )i ) . En

d’autre mots, on peut conclure que

+00

_1\n+1 n+1
logp[(1+x)(1+y)]—z( Y +Z( D

n=1

=log, (1 +x) + logp(l +v)
|

=1
Lemme 1.17. Soit C une racine p™-éme primitive de I'unité, alors |C — 1|, = p*®™ o1 ¢(.)
est la fonction indicatrice d’Euler.

Démonstration. C est donc une racine du polyndome cyclotomique @, (X).Or on sait
que

m

m-=1 Xp - 1
q)pm(X) = ch(Xp ) = W
— 1 Xpm -1 + X(p_l)pm—l
= ] x- cf)
1<j<p™-1
pti

Alors on obtient en substituant X = 1 dans la derniere égalité que

() -
p= ]_[ 1-0)
1<j<p™-
ptj

Mais on a d’autre part que C =1 mod p et que pour tout j € N,

1-0 ‘
1=d =1+C+--+ =] modp
1-¢C
Ainsisil <j < p™ —1etp{],alors .-1 modpetdonc|1—C1| =[1-C],.
Ainsi en prenant la norme dans (*), on obtient que 5 =1 |f(p ") et donc
C_1:pm% -

Corollaire 1.18. Si1+ x est une racine p™-éme de I'unité alors log, (1 + x) = 0

Démonstration. Sil+x est une racine p”-eme de l'unité, alors par le lemme précédent
|x|, < 1, et on peut donc bien s’intéresser a log, (1 + x). Or, par la proposition

précédente, p™ log, (1 + x) = log,[(1+ x)P"] = log,(1) = 0. Ainsilog,(1+x)=0 =

Apres avoir défini I'équivalent du logarithme réel, on peut se demander si 1'ex-
ponentielle peut-étre de la méme fagon définie.
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1.3.2 L’exponentielle p-adique

+00
. 7 ~ . 7z . n
Avant de s’'intéresser a I’exponentielle comme la série )} %, nous allons nous

n=0
intéresser au coefficient n! de cette dite série.

Lemme 1.19. Soit n un entier et p > 2 un nombre premier, alors :

ordp(nt) = 3 {%J

k=1

Démonstration. Les multiples de p* dans {1,...,n} sont au nombre de %J Ainsi,

=

parmi les entiers de {1,...,n}, ceux de valuation p-adique exactement k sont au

nombre de h”—kJ - L}f—HJ On remarque de plus que pour m > log, (1), ﬁJ = 0.

Ainsi :

ordp(n!) = ord, (ﬁ k)

k=1

= Z ordp (k)
k=1

= > kCard({j € {1,...,n},ordy(j) = k})
k=1

(R

m
= Z {%J (Apres simplification par télescopage)

Lemme 1.20. Soit n un entier et p > 2 un nombre premier, alors, en notant S, la somme
des chiffres de n en base p, on a :

n_Sn
-1

ordp(n!) =

Démonstration. On écrit la décomposition de n en base p :
+00
n= anp] oun;j =0 pourj > log,n
j=0
Alors,

(E M

k>1 k>1 j=k
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k=1 =1 k=1
L 1\F
S
j=1 k=1 P
)
= 2P
=1 p-1
=01 Dinipl= >
j=1 j=1
= (1 = 1) (S, = )
= p— 1 0 n 0
_ n-— Sn
=0
d’ot1 I’égalité recherchée en utilisant le lemme 1.19. [
+00
Proposition 1.21. Le rayon de convergence r de la série Zo XL est p~H/-D),
n=

n-Sn
Démonstration. Par le lemme 1.20, nous avons obtenu |% , =P r-1 | En utilisant

1

alors la formule du rayon de convergence r = 7, on tire tout d’abord que

limsupla,,|p
—_ 1 d
r= —— et donc que
lim sup p "?=1
n-=S
ordp(r) = liminf (——n)

n(p—1)

Mais,ona lim - ( "_f" ) =—-L_ ce qui nous donne bien le résultat. [ ]

n—+oo n(p 1) p 1

+00
Remarque 1.22. On a vu la convergence de la série }, xn—: pout |x], < p~/¥=D etla
n=0

divergence pour |x|, > p~/®P=1, Mais qu’en est-il pour |x| p = p~/®?=1D? Dans cette
situation, on a :

n-— Sn n _ Sn

p-1 p-1 p-1

Or en considérant n = p™ pour un certain m € N, alors ordp(apmxpm) = plj car

ordp(a,x") = -

Spn = 1. Ainsi |aymx?" |p = p~1/#=D 4 0. Ainsi, le disque de convergence est ouvert.

Définition 1.23. Onappelle Exponentielle p-adiquela fonction exp,,(X) définit comme
suit :
D(p—l/(p—l) ) — G,
exp, (X):

+00 o
X — expp(x) = Zom
n=

Remarque 1.24.

+ Comme D(p~"/#~1D ~) c D(17), on obtient que exp, converge sur un disque
plus petit que log,,.
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+ On remarque que le disque de convergence de l'exponentielle p-adique est
beaucoup plus petit que celui de I’exponentielle réelle/complexe.

Proposition 1.25. Si (x,y) € D(p‘l/(’"l) "), ona expp(x +y)= exp, (x) expp(y).

Démonstration. Si(x,y) € D(p‘l/ (=1) =)2, alors on a tout d’abord parnon-archimédiannité
del.|,, x+y € D(p~'/=D). On peut ainsi bien définir expp(x + y). Comme pour le
logp, on a sur Q[[X, Y]] que

+00

X+Y)"

exp(X+Y)= Z %
n=0 ’

+00 Xn +00 Yn
= Z 2 N
n! n!
n=0 n=0
provenant de I'égalité sur R de exp(x + y) = exp(x) exp(y).
+00
Or parlapropostion 1.3, exp,, (x+y) peutétre écrit: 3. ¢y, X" y™. Maisl'identité

m,n=0

L. En d’autres mots, on peut

formelle dans Q[[X, Y]], nous assure que ¢y, = 0.

conclure que

+00 +00
x" y"
expp(x+y)=z n! XZ n!
n=0 n=0

= exp, (x) exp, (1)

1.3.3 Exponentielle et Logarithme p-adique comme réciproque 1'un de
I'autre

Proposition 1.26.
1. Pour x € D(p~"/(=1 "), log, (exp,, (x)) = x
2. Pour x € D(p‘l/(”‘l) ‘),expp(logp(l +x)=1+x

Démonstration.

1. Six € D(p~"/7~1 ~), on peut donc considérer exp,(x) = 1+ X,,>1 &7 On a aussi

n —_
x)> n_ (m=Sy) _ Su 50

Ordp(m p—1 p-1 p-1

Ainsi, on en déduit que exp, (x)—1 € D(17). On peut donc bien définir 1’élément
logp(l + expp(x) —1). Or, on a aussi

(exp, (x) ~1)"
n

+00 n
- (i9
- Z(_l)nHL
n=1 n

log,(1+exp,(x)—1) = Z(_l)n+1

n=1
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+00

Or par la proposition 1.3, la série peut étre mise sous la forme }; c,x". Comme
n=1
précédemment pour log,, et exp,,, on a I'identité formelle suivante sur QIIX]] -

n
+00 +oo X_m)
Z(—l)”“—(zmz1 ") ox
n=1

n

provenant de 1'égalité log(exp(x)) = x sur R. Ansi, on tire que les coefficients
sont:c; =1,c, = 0pour n > 1. On peut donc bien écrire :

logp(l + expp(x) -1)= logp(expp(x)) = x pour x € D(p_l/(p‘l) )

. Six € D(p~Y/¥=D ~), alors pour n > 1:

x" 1 n 1 n-—1
ordp(7)—pj>pj—ordp(n)—pj—p_l

—ordp(n)

L'expression Z—j — ordp(n) atteint son minimum en n = 1 et n = p pour

laquelle elle vaut 0. D’ot, ordp(logp(l +x)) > 1}1121111 ordp (x?”) > ﬁ. On a donc

bien le droit de prendre I'exponentielle p-adique de logp(l + x). Or comme
précédemment,

= logp(l + x)"

expp(logp(l +x)) = Z

n!
n=0

(Zimnme)

+00
- Z n!
n=0
+00

Or cette serie peut étre mis sous la forme 3 c,x" par la proposition 1.3 et on
n=1

a l'identité formelle sur Q[[X]] :

n
+00 (Zzz(_l)nﬂ X7)

Z — —1+X

n=0

provenant de exp(log(1 + x)) = x sur R. On en déduit que ¢y = ¢; = 1 et que
cp = 0pour n > 2. Ainsi :

epr(logp(l +x))=1+x pourx € D(p—l/(lﬂ—l) )

Des différentes propositions précédentes (morphismes et ci-dessus), on peut en

déduire le théoréme suivant :

Théoréme 1.27. Les fonctions log, and exp, sont des isomorphismes inverses entre le
groupe multiplicatif D(1, p~'/*=Y) =) et le groupe additif D(p~"/P~1 ~),
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1.4 Lemme de Dwork

On termine ce chapitre par une section démontrant un lemme de Dwork, qui
nous permettra par la suite de construire une série entiére p-adique qui aura toute
son importance dans le chapitre 3 lors de la discussion de la preuve du théoréme de
Dwork.

Remarque 1.28. On commence par rappeller qu'une série formelle est inversible si
et seulement si son coefficient constant est inversible dans I’anneau considéré.

+00
Lemme 1.29 (Dwork). Soit F(X) = 1+ Z a, X" € 1+ XQp[X]. Alors F(X) € 1+

XZy[[X]] si et seulement si F(X);? €l+ pXZp[[X]]

Démonstration.

+ Si F(X) € 1+ XZp[[X]], alors comme (a + b)? = a? + b¥ mod [p] et a? = a
mod [p] pour a € Z,, on obtient qu’il existe G(X) € XZ,[[X]] tel que F(X)? =
F(X?) + pG(X). Ainsi, F(X)P € 1+ XZ,[[X]] et donc F(X)? est inversible par la
remarque précédente et on a

FXP) . pG(X)
FXp - 1- Fxp © 1+ pXZ,[[X]]

+00 )
+ Si F(XP) = F(X)PG(X) avec G(X) € 1+ pXZ,[[X]], alors notons F(X) = } a; X’
i=0
+00 .
et G(X) = X b;X'. On doit montrer que les a; sont dans Z,. Faisons cela par
i=0
récurrence :
n =0: Par hypotheseap =1 € Z,
i <n: On suppose que les coefficients a;, pour i < n sont dans Z,. On regarde
les coefficients de chaque coté de 1'égalité supposée :
Pour le terme de gauche, on voit que si p|n le coefficient devant X" est
ay/p, sinon celui-ci vaut 0. Pour le terme de droite, développons :

p
1+Zle Zaxf +(ZaX’ Zle

i=0 i=0
A B C

n

ZaiX’

i=0

Alors en considérant modulo p, on obtient que

i=0

P n n

= Zani” mod [p] = ZaiXi” mod [p]

i=0 i=0

Son unique coefficient contribuant au terme X" qui n’est pas égale a 0
modulo p est donc a,, dans le cas ot p|n. On peut alors soustraire de
chaque coté de 1’égalité les coefficients a,,/, de 1’égalité. On voit donc que
tous les autres termes possibles contribuant au coefficient X" dans A sont
des éléments de pZ,. Maintenant, on peut donc voir que le coefficient
devant X" dans A est de la forme pa, + a ot a € pZ, car a est une somme
de produits de a; pour i < n qui sont par hypothese des éléments de Z), et
pour lesquels nous avons vu qu’ils congruent a 0 modulo p.
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Le coefficient de X" dans la série entiere représentée par BC est un élément
de pZ,. En effet, chaque b; est un élément de pZ,, et les seuls termes de B
qui contribuent sont similaires a ce qui précede, et sont donc aussi dans
pZp. En réarrangeant, on obtient donc que pa, € pZ, donc a, € Z,.

|

Remarque 1.30. Il est possible de généraliser le lemme précédent comme suit :

Soit F(X,Y) = X am  X"Y™ € 1+ XQp[[X, Y]] + YQu[[X, Y]]. Alors tous
les a;,,, sont dans Z, si et seulement si

F(XP,YP)

Fox vy © L PXBUIX Y]+ pYZ X Y]

On va maintenant utiliser le lemme de Dwork pour montrer qu'une certaine série
entiére, que 1'on utilisera plus tard, est a coefficients entiers.

Proposition 1.31. Considérons F(X,Y) € Q,[[X, Y]] définie par :
F(X,Y) = BX/P(Y)B(XP‘X)/P(YP)B(XPZ—XV)/F,Z ... B(Xl’” _XP Y
= (14 Y)X(1 + YP) X' X)/p (] 4 yr?) X =X0)/p?
Alors F(X,Y) € Zy[[X, Y]]

Démonstration. On commence dans un premier temps par montrer que F(X, Y) dé-
finie bien un élément de 1 + XQ,[[X, Y]] + YQp[[X, Y]]. On part du développement
du binome :

+00 .
X(X-1)(X—i+1),
o 1.
l+—°°[ f xr - xr' T (xe - xe! xXr'-xrT 1) Yip")
— e | —m— ——— — 1 e
n=1 \i=0 pn pn ' |

Chaque coefficient devant X" Y™ provient d'un nombre fini de termes du produit
infini. De plus, on obtient de I'écriture de la proposition, que a9 = 1 et donc que
F(X,Y) €1+ XQu[[X, Y]] + YQu[[X, Y]]. Or,on a

F(XP,YP) (14 YP)X'(1+ YP) X =XDlp(q 4 ypy X7 =x%)/p?
FXYP (4 YWXA + YP)XI-X(1 + YP) XX
1+ YP)X
1+ Y)PX

Or, en appliquant le lemme de Dwork 1.29 a1+ Y € 1+ YZ,[[Y]], on en déduit
qu'il existe G(Y) € Z,[[Y]] tel que

1+7YP)

Alors

+00

=(1+pYGY)* =)

i=0

(1+YP)X
(1+Y)PX

X(X-1)-(X-i+1)

i P'(YGY))
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Cette derniere quantité est dans 1+p XZ,[[ X, Y]]+pYZ,[[X, Y]], et donc le lemme
de Dwork généralisé 1.30, nous permet donc de conclureque F(X, Y) € Z,[[X, Y]]. =
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Chapitre 2

Les Polygones de Newton

2.1 Polygones de Newton pour les polynomes

n .
Soit f(X) =1+ X ;X" € 1+ XC,[X] un polyndme de degré n a coefficients dans
i=1
C, de terme constant 1. On considére la suite de points dans le plan réel :

(0,0), (1, ordp(a1)), (2, 0rdp(a2)), ... ,(i,ordp(a;)) ... ,(n,ordp(a,))

(Sia; =0, on omettra le point.)

Définition 2.1. On appelle Polygone de Newton de f(X) l’enveloppe convexe supé-

rieur de cet ensemble de points. (i.e. la ligne polygonale connexe la plus élevée joi-

gnant (0,0) a (1, ordp(a,)) qui passe par ou en dessous de tout les points (i, ordy(a;))).

Remarque 2.2. Comment construire le polygone de Newton d'un polynéme f(X)?
1. On considere la droite verticale passant par (0, 0).

2. On fait tourner cette droite autour de (0, 0) dans le sens anti-horaire jusqu’a ce
que la droite rencontre un point (i1, ordp(a;,)).

3. Le premier segment du Polygone de Newton de f(X) est donc le segment
joignant (0, 0) a (i1, ordp(aj,)).

4. On continue a faire tourner la droite initialement verticale jusqu’a rencontrer
un point (i, ordp(a;,)) (i > i1).

5. Le segment joignant (i1, ordp(a;,)) a (i2, ordp(a;,)) est le deuxiéme segment du
Polygone de Newton.

6. On continue jusqu’a atteindre le dernier point (1, ordp(a;)).

Exemple 2.3.

Ficure 2.1 - Polygone de Newton de f(X) = 1+ X? + 1 X% + 3X* € Q3[X]
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Définition 2.4.
— Siun segment joint les points (i, m) a (i’, m’), on appelle pente du segment la
quantité =
— Onappelle longueur de la pente, la quantité i’—i (i.e. la longueur de la projection
du segment correspondant sur 1’axe horizontal).
— On appelle sommets du Polygone de Newton les points (ij, ordy(a;;)) ou la
pente change.

Lemme 2.5. Si on considére f(X) = (1 — 0%) (1= a%) la factorisation de f(X) avec ses
racines a; € Cp, et que l'on note A; = —ordp(a;). Alors si A est une pente du Polygone
de Newton de longueur €. Alors, il existe un ensemble S C {1, ...,n} de cardinal € tel que
Aj = A pourtout j € S.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut écrire
n
X
X) = 1-—
=[] [1-3)

avec les a; rangées de tel sorte que A; = — ordp(a;) soient ordonnées. Notons r le plus
petit entier telque A1 = A, = --- = A, < 4,41 et montrons que le premier segment du
Polygone de Newton de f(X) est le segment joignant (0,0) a (r,7A1). On commence
par remarquer que pour touti € {1,...,n},ona:

1

a; = —
1=
et on a pour un tel |
1 .
ordp l_[; > 1A
jel

d’oti le fait qu’on ait ordp(a;) > iA1. Or on sait aussi que :

. Ordp(ﬂi)
ordp(a;) 2 iMy & ——— 2 AM
1 SN——
—

pente du segment

pente du segment (0,0)=>(r.1A1)

(0,0)—>(i,ordp(a;))

Donc les points (i, ordp(a;)) se trouve étre sur ou au dessus du segment joignant
0,0) a (r, A17r). Il nous suffit donc de montrer que ce segment est atteint au point
q & p
(r,ordy(a,)) et qu’au dessus cela n’est pas lieu pour obtenir le premier segment de
p q p p p &
notre polygone de Newton.

En considérant a, = > I1 ai Dans cette somme, on a le terme o L - qui
]e7>(|{|1 ..... n})jej ! o
Jl=r

est de plus petite valuation 711, on obtient ainsi que ordy(a,) = rA1. Si on consideére
maintenant i > 7, de la méme fagon que précédemment que ord,(a;) > iA; d’out le
résultat souhaité.

De la méme fagon, on montre que siona As < Agy1 = --+ = Agqy < Agip41, alors
le segment joignant (s, Ay + A + -+ As)a(s+7r, A1+ Ay + -+ + As + rAg4q) est
un segment du polygone de Newton de f(X). Dire que ce segment est un segment
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polygone de Newton de f(X) est équivalent a dire que pouri € {s+1,---,s+7},les
points (i, ordp(7)) sont au dessus ou sur la ligne de pente As1. Or cela équivaut a dire
quei € {s+1,---,s+r},lapente delalignejoignant (s, A1 +---+As)a (i, ordp(a;)) est
supérieur a la pente de la ligne joignant (s, A1 +---+Ag)a(s+7r, Ap+-- -+ As+rAsi1)
ie.

ordp(a;)) — A1 —---— A
p\&i s
. = As+1
i—s
ie.
ordp(a;) 2 A+ + As + (i = s)Asi1
Vérifions que l'on ait bien cette condition. Si on considére a; = ), ai
Oc{1, ,n} je® "’
|©]=i

Comme ord,, ( I ai]) 2 A+ 4+ As + (i —8)Asy1, alors ordp(a;) 2 Ap+- -+ A + (i -
j€e®
s)As+1, la condition est donc bien vérifiée.

Il nous suffit donc de montrer que ce segment est atteint au point (7 +s, ordp(ar+s))
et qu'au dessus cela n’est pas lieu pour obtenir le premier segment de notre polygone

de Newton. En considérant a,,s = > I al Dans cette somme, on a le terme
keP({1,...n}) jex
|[J|=r+s

al}.% X5 .1”%” qui est de plus petite valuation (i —s)As11 + A +- - + A, on obtient

ainsi que ordp(a,4s) = (i —s)As41 + A1+ - + As. Ainsi par construction, c’est bien un
segment du polygone de Newton de f(X). ]

2.2 Les Polygones de Newton pour les séries entieres

+00 .
Considérons maintenant f(X) =1+ 3, a;X' € 1+ XCp[[X]] une série entiére. On
i=1
n .
définit f,(X) =1+ X a;X' € 1+ XCy[X] comme la n-éme somme partielle de f(X).
i=1
On supposera dans toute cette section que f(X) n’est pas un polyndme.

Définition 2.6. On définit le Polygone de Newton de f(X) comme la limite des
polygones de Newton de f,(X).

Remarque 2.7. Il faut prendre quelques précautions supplémentaire dans la construc-
tion par rapport a celle des polyndmes. En effet, étudions quelques cas particuliers :

1. On peut avoir un nombre infini de segments de longueurs finis.
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+oo | i
Ficure 2.2 — Polygone de Newton de f(X) =1+ }, p’ZX’ € Qp[X]
i=1

2. A un certain moment, la droite que l'on fait tourner peut atteindre simulta-
nément des points (i, ordp(a;)) loin. Dans ce cas, le polygone de Newton a un
nombre fini de segments, le dernier étant infiniement long.

4 °
3
2 )
1
2 3 4 5 6 7 8 9
-1

+00 . i
FiGure 2.3 - Polygone de Newton de f(X) = Y ((3X)" + X%') € Q3[X]
i=0

3. A un moment donné, la droite que I'on fait tourner n’a atteint aucun des points
(i, ordp(a;)) plus loin, mai si I'on continue plus loin elle passerait ces points.
Quand cela arrive, on définit le dernier segment du polygone de newton comme
étant celui de pente la borne supérieure des pentes passant en dessous des

points.
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2

1 ° ° ° ° °
1 2 3 4 5

-1

+00 .
FiGURE 2.4 - Polygone de Newton de f(X) =1+ } pX' € Q,[X]
i=1

Dans cet exemple, quand la droite passe I'axe horizontal, elle ne peut pas
tourner plus sans passer de points, la pente est donc de 0.

4. Un cas dégénéré du précédent est quand la droite ne peut pas étre tournée de
son axe vertical, ce cas correspond a avoir un rayon de convergence nul (cas
qu’on exclura pour la suite).

On a vu dans le cas des polyndmes que le polygone de Newton est utile car il ne
permet de voir a quel rayon (pour la norme p-adique) les racines sont situées. Avant
de s’intéresser au cas des séries entieres, regardons un exemple.

Exemple 2.8. On s’intéresse a

X X2 Xi 1
X)=1l+—=+—5+---+ o=—=log, (1-X

JR)=1+5+3 i1 x o8y (1=X)
1
_1_ 34 g 67 891011213 1g151617 1819 3P 21 22 33 24 25 26 27
-2 [ ]
-3 *
—4
-5

Ficure 2.5 - Polygone de Newton de f(X) = —% log,(1 - X) € Q3[X]

Le polygone de Newton de f(X) est la ligne polygonale joignant les points
0,0),(p - 1,—1),(;72 -1,-2),... ,(pf —1,-j),... On est donc dans le cas 1. de la
remarque précédente. Si le lemme 2.5 reste valide pour les séries entiéres, on s’attend
a avoir p/*! — p/ racines de valuation p-adique ﬁ.

Intéressons nous donc aux racines de 3 logp(l +X)?Onsaitquesix =1-CouC

est une racine p/*!-éme primitive de I'unité. Par le lemme 1.17 et le corollaire 1.18, on
sgit que ordp(x) = ﬁ et que log, (1 - x) = log,(C) =0.Orilya p/*1 — pl racines
p/*1-éme primitive de l'unité, ce qui nous donne bien celles prédites. Y’a-t-il d’autres
racines de f(X) dans D(17)?

Six € D(17) est une racine de f(X), alors pour tout j, x; =1-(1- x)pj € D(17) est
aussi une racine de f(X) car logp(l —-xj)=p/ logp(l —x) = 0. Alors pour j suffisament
grand, on a x; € D(p~"/~D ) et donc 1 — Xj = expp(logp(l - xj)) = expp(O) =1, ce
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qui revient a dire que (1 - x)?' =1 et donc x fait partie des racines prédites. Il semble
que le lemme 2.5 persiste dans ce cas présent.

Nous allons le démontrer pour tout f(X) € 1+ XC,[[X]]. Pour se faire, nous
allons démontrer un ensemble de lemmes qui serviront a démontrer le théoreme
de préparation de Weierstrass p-adique. Dés lors, le résultat en sera un corollaire
immédiat.

Lemme 2 9. Soit b la borne supérieure des pentes du polygone de Newton de f(X) définie

par 1 + Z a; X' €1+ Cpl[X]]. Alors le rayon de convergence de f(X) est pt. (b peut étre
infini, des lors f(X) converge sur tout Cy).

Démonstration.

+ Soit x tel que [x|, < p?, ie. ordp(x) > —b. Dison que ordy(x) = b’ avec b’ < b.
Alors ordp(a;x') = ordp(a;) — ib’. Comme b’ < b et que b est la borne supérieur
des pentes. Cela nous assure que pour i suffisament grand, (i,ordp(a;)) se
trouve aussi loin au dessus de (i, b’i). Ainsi ordp(a;x’) — +oco donc |a,'xi|p -0
et donc f(X) converge pour X = x.

+ Soit x tel que |x|p > pb, ie. ordp(x) = =b" < =b, ie. b" > b. Alors, comme
b’ > b qui est la borne supérieur des pentes, il existe une infinité de i tel que
(i, ordp(a;)) soit sous (i, b’i). Ainsi ordp(a;x') = ordp(a;) — ib” est négatif pour
une infinité de valeurs de i et donc |aixi|p > 1 pour un nombre infini de i et

donc f(x) ne converge pas.
Ainsi le rayon de convergence de f(X) est p". [ ]

Remarque 2.10. Si ¢ € C, tel que ord,(c) = A et que I'on considére g(X) = f (£). En
notant f(X) =1+ 3;a;X" et ¢(X) =1+ X,; b; X", alors ord,(b;) = ordp(a;) — Ai. Cela
nous assure que le polygone de Newton de g est obtenu via celui de f en soustrayant
la droite y = Ax passant par (0,0) de pente A.

Exemple 2.11. En reprenant I'exemple 2.3. On considere ¢ = 9 € C,, pour p = 3,
on a ordp(c) = 2. Considérons ¢(X) = f(X/9) out f(X) =1+ X2+ %X3 +3X4, alors
8(X) =1+ X%+ X2 + H X4

-1 —4 °
-5
-2
-6
Ficure 2.6 — Polygone de -7
Newton de f(X) =1+
X2+1X3+3X* € Q3[X] FiGure 2.7 - Polygone de Newton de g(X) €

Qs[X]
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Lemme 2.12. Supposons que Ay soit la premiére pente du polygone de Newton de f(X) =
1+ %;a; X" € 1+ XC,[[X]]. Notons ¢ € C, tel que ordp(c) = A < Ay et supposons que
f(X) converge sur D(p*). Alors en notant

§(X) = (1 -cX)f(X) € 1+ XCy[[X]]

Le polygone de Newton de g est obtenue en joignant le segment reliant (0,0) a (1, ) avec
le polygone de Newton de f. De plus, si f(X) a comme derniére pente A ¢ et converge sur

D(p*f), alors g(X) aussi, et réciproquement.

Démonstration.

+ On commence par démontrer le cas ot ¢ = 1, A = 0. Considérons donc g =
142 b;X" ol bjy1 = aj41 —a; pour (i > 0) avecap = 1, alorson a

ordp(bi+1) = min(ordp(ai+1), ordp(a;))

avec l'égalité si ordp(a;+1) # ordp(a;). Or comme les points (i, ordp(a;)) et
(i,0rdp(ai+1)) sont sur ou au dessus du polygone de Newton (car la pre-
miere pente doit étre supérieur ou égale a 0 = A), cela nous assure que
(i, 0rdp(bi+1)) aussi. Si (i, ordp(a;)) est un sommet, alors ordp(a;+1) > ordp(a;)
et donc ordp(bi+1) = ordp(a;). Cela nous assure que le polygone de Newton est
bien celui décrit dans le théoréme jusqu’au dernier sommet du polygone de
Newton de f(X) s'il existe.

+ ]l reste a montrer que, dans le cas ot le polygone de Newton de f(X) a une
derniere pente A infinie, alors celle de g(X), notée A, aussi et que si f(X)
converge sur D(p”/) alors ¢(X) aussi et réciproquement. On a tout d’abord, avec
les mémes arguments que précédemment, que A¢ > Ar et que g(X) converge
la ou f(X) converge. Supposons que l'on ait A; > A, alors il existerait i tel que
le point (i + 1, ordp(a;)) se retrouve sous le polygone de Newton de g(X), mais
alors, on aurait pour tout j > i +1, ordp(b;) > ordp(a;). Or a;j41 = bi41 +a; donc
ordp(a;+1) = ordp(a;) et donc par récurrence pour tout j > i, ordp(a;) = ordp(a;).
Ceci est impossible car on a donc |a;| p = m qui est constant a partir de i +1

donc qui ne tend pas vers 0 ce qui contredit donc la convergence de f(X) sur
D(1) = D(p*). On a donc bien Ag = Ay

+ Les deux points précédents étaient vérifiés dans le cas ot1 ¢ = 1, A = 0, nous
allons maintenant montrons que l'on peut s’y ramener. Si I'on est pas dans
ce cas, alors en posant f1(X) = f (£) et g1(X) = (1 - X)f1(X), on est dans le
cas des deux premiers points de la démonstration du lemme en utilisant la
remarque précédant le lemme et on obtient la forme du polygone de Newton
de g1(X). On peut ensuite voir que g(X) = gi(cX), et deés lors en utilisant a
nouveu la remarque précédant le lemme, on obtient bien le résultat souhaité
sur le polygone de Newton de g(X).

]

Lemme 2.13. Soit f(X) =1+ Y;a; X' € 1+ XC,[[X]] ayant un polygone de Newton de
premiére pente A1. Supposons que f(X) converge sur D(p™1) et que la droite passant par (0, 0)
de pente A1 passe par un point (i, ordp(a;)). Alors, il existe x € C, tel que ordp(x) = —A4

et f(x)=0.
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Démonstration.

+ Commengons comme dans le lemme précédent par le cas ot A1 = 0. Ainsi
ordp(a;) > 0 pour tout i et f(X) converge sur D(1) ce qui nous assure que
|a;| p — 0etdonc que ordp(a;) — +oo. On peut alors considérer N > 1 le plus

n .
grand entier i tel que ordy(a;) = 0. Notons pour la suite f,(X) =1+ » a;X".
i=1
Par le lemme 2.5, pour n > N, il existe un ensemble S,, N = {x,,,1,- -, XN} de
racines de f,(X) tel que ordp(x,,) =0

+ Construisons une suite (x,),>n de Cauchy et montrons que sa limite x € C,
vérifie les conclusions du théoréme. Pour se faire, on pose xy = xn,1 et pour
n > N, considérons x,+; comme étant 1’élément x,,.1,; tel que |x,41,i — Xy | " soit
minimal. Montrons que cette suite ainsi construite est bien de Cauchy. Pour

n > N, en notant R, les racines du polynéme f,,, on a:
|fn+1(xn) - fn(xn)|p = |fn+l(xn)|][J (car fu(xy) =0)

[1h-3

W€ER 41

p

Or le polygone de Newton de f,,+1, nous dit que les racines de f,+1 qui ne sont
pas dans S;41,n sont de valuation p-adique > 0, et donc de norme p-adique

_ Ixnlp >1

< 1. Ainsi, pour toute racine @ € R;+1\Sn+1,N, |a)|p < 1etdonc » = Tal
4

Xn
w

Xn

et donc |1 -2 |p

= 1. Ainsi en reprenant 'égalité ci-dessus.

|fn+l(xn) - fn(xn)lp =

|
—]
=
|
g &

]

> |xXpe1 — Xn |;] par choix de x;,41
Ainsi,
N _ n+l| _
|xn+l - xnlp < |fn+l(xn) - fn(xn)|p - |an+1xn |P - |an+l|p —0

Donc la suite (x,),>n est bien de Cauchy par le rappel 1.1.

+ Comme C, est complet, alors il existe x € C, tel que x, — x, et comme somme
partielle, ona f(x) = lim f,(x). Il nous suffit donc pour conclure de montrer
n—-+oo

que fu(x) — 0. En effet,

n

" S
x' = x},
E aj——
x—xn

[, =10 = falen)|, = D @i’ = x| = 1x = xl,
i=1 P i=1 P
n xi - x,’;
<|x-— xnlp max |a;
i=1 X — Xy

p
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n xi—xi
< |x = xul, max

carlai|, <1
- X, tp

p

n i :
< _ i-1-k, k| _
< |x = xnl, I?flxril31x|x xn|p < |x = xul,
La derniére égalité provenant de |xi‘1‘kx’,<l|p < |xi‘1‘k|p et que
|x|p = |x — Xy, + xn0|p < max(|x - xn0|p , |xn0|p) <1

en ayant considéré ny € N tel que |x - xnolp < € < 1. Ainsi comme x,, — x alors
fn(x) = 0. ce qui conclut pour ce cas.

*+ Revenons au cas général : Considérons (i, ordp(a;)) qui est sur la ligne passant
par (0, 0) de pente A; et on considére 7 une racine i-éme de a;. Alors ord,(m) =
m = A1. Posons alors g(X) = f (£), alors g(X) est telle que sa premiére
pente est nulle par la remarque. Ainsi, il existe xg € C, tel que f(xo) = 0 et
ordp(xo) = 0. En considérant donc x = 2, ona f(x) = f () = g(xo) =0 et
ordp(x) = —A1.

|

Lemme 2.14. Soit f(X)=1+Y,;a;X' €1+ XCp[[X]] et a € C, tel que f converge en a
et que f(a) = 0. Considérons

f(X) X' i~
g(X)::@::f(X)xZE:1+ZbX

Alors g(X) converge sur D(|a],,).
n .

Démonstration. Soit f,(X) = 2 a;X’, la somme partielle de f(X).On a alors que
i=1

i

a
bi=) -5
ai-k

k=0
Ainsi |bi0zi|p = |fi(a)|p e Ocar f(a)=0. =

Théoréeme 2.15 (Théoreme p-adique de préparation de Weierstrass). Soit f(X) =
+00 )

1+ X a; X' € 1+ XCy[[X]] convergeant sur D(p*). Notons N la longueur totale des
i=1

segments du polygone de Newton de pente < A si cette longueur est finie. Sinon, le polygone

de Newton de f a un dernier segment infini de pente A et considérons N comme étant le plus

grand i tel que (i, ordp(a;)) soit sur le dernier segment. (Celui-ci existe car f(X) converge

sur D(p")). Alors, il existe un polynome h(X) € 1+ XCp[X] de degré N et une série entiere

¢(X) =1+ X; b; X! non-nulle qui converge sur D(p") tel que

h(X) = f(X)g(X)

Le polynome h(X) est uniquement déterminé par les propriétés ci-dessus et son polygone de
Newton coincide avec celui de f(X) jusqu’a (N, ordp(an)).
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Démonstration.

+ Commengons par démontrer le cas ot A = 0 puis on démontrera que 1’'on peut
s’y ramener comme dans les lemmes préliminaires.

+ Démontrons le résultat par récurrence sur N :

e N = 0:Cecasrevienta montrer que f(X) est inversible, d'inverse g(X) qui
est non-nulle et convergente sur D(1). En notant ainsi, g(X) =1+ ; b; X",
on cherche les b; de tel sorte que f(X)g(X) = 1. Ainsi :

1+ZaiXi 1+Zbixi =1 +§ (Zakbi_k
i i=1

i
i k=0
On a donc en posant ag = bg = 1 que pour touti > 1, Zizo agbi_x =0, c'est
a dire :

fX)g(X) = X'

bi = —(bi—1a1 + bipap + -+ - + biaj—1 + a;)

Pour terminer ce cas, avec de tels b; construits, il suffit de montrer que
g(X) converge sur D(1), ce qui revient a montrer que ordp(b;) — +oo.

i—+00
Or, on a tout d’abord comme f(X) converge sur D(1) et que N = 0, alors
pour tout i, 0 < ordp(a;) — +o0. Par construction des b;, on en déduit

i—+00

par une récurrence immédiate que ord,(b;) > 0 pour tout i. De plus, en
considérant M > 0, il existe m > 0 tel que pour tout i > m, ordp(a;) > M.
Posons des lors

¢ = min(ordp(a1), ordp(az), - - -, ordp(an)) > 0
et montrons par récurrence sur 1 que
Vi > nm,ordp(b;) > min(M, ne)

Le cas n = 0 est immédiat. On s’intéresse donc a 1’"hérédité, et considérons
n >1eti > nm,alors en s’'intéressant a :

bi =—=(bi-1a1 + -+ bimm + bi(ma1)Ame1 + -+ + a;)

Or pour chaque terme b;_;a; ot j > m, on a ordp(b;-ja;) > ordp(a;) > M.
Pour les termes tels que j < m, comme (i — j) > (n — 1)m, alors par

hypothése de récurrence et définition de ¢, on a
ordp(bi—jaj) = ordp(b;-;) + ¢ > min (M, (n — 1)¢) + ¢ > min(M, ne)
Ainsi pour tout i > nm,ordp(b;) > min(M, n¢) car chaque terme de la
somme est bien minoré par min(M, n¢). Ainsi ord,(b;) — +oo, d'ol1 le
i—+00
résultat pour le cas N = 0.

e Supposons maintenant que N > 1 et que le théoréme soit vrai au rang
N - 1. Considérons A1 < A la premiére pente du polygone de Newton
de f(X). Alors par le lemme 2.13, il existe a € C, tel que f(a) = 0 et
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ordp(a) = —A1. En considérant f1(X) = {E—)g =14+, a;Xi € 1+ XCp[[X]],

alors par le lemme 2.14, f1(X) converge sur D(p’1). En notant ¢ = 1, on

a donc f(X) = (1 = cX)f1(X), et en considérant n; la premere pente du
polygone de Newton de f1(X), alors 1 > A;. En effet, sinon 11 < Ay, il
existerait § € C, tel que f1(B) = 0 et ordy(B) = —n1, on tirerait donc que
f(B) = 0 et donc que la premiere pente du polygone de Newton de f(X)
est strictement inférieur a 11 ce qui est impossible car celle-ci vaut A1. On
a donc bien que 171 > A7.
Alors par le lemme 2.12 appliqué a f(X) = (1 — c¢X) f1(X), on tire que le
polygone de Newton de f1(X) est le méme que celui de f(X) en retirant le
segment de (0,0) a (1, A1). De plus, dans le cas ou1 f a une derniére pente
A, comme f converge sur D(p*) alors f; doit aussi converger sur D(p™).
On peut dés lors appliquer I'hypothese de récurrence a f1(X) qui satisfait
bien les conditions avec N — 1. Il existe donc /11(X) € 1+ XC,[X] de degré
N —1 et une série g(X) € 1+ XC,[[X]] qui converge et nest pas nulle sur
D(p*) tel que

m(X) = £i(X)g(X)

En notant 1(X) = (1 — ¢X)h1(X), on tire que

h(X) = f(X)g(X)

avec h(X) et g(X) satisfaisant bien les propriétés souhaitées.

+ Démontrons maintenant 1"unicité de #(X) : Supposons qu'il existe 7(X) € 1 +
XCp[X]dedegré N tel que h(X) = f(X)g1(X), ot g1(X) converge et ne s’annule
par sur D(p"). Comme 1(X)g(X) = g1(X)f(X)g(X) = h(X)g1(X). Montrons
que cette égalité nous assure que I et h ont méme racines et méme multiplicité,
cela nous donnera 1'unicité décrit dans I’énoncé. Montrons le par réccurence
sur N.

e N =1:cestclair car i(x) =0 < h(x) = 0 pour x € D(p*) car g, g1 ne
s’annule pas sur D(p*).

e Supposons maintenant que N > 1, sans perte de généralité, on peut sup-
poser que —A = ordp(a) ot a est une racine de h(X) tel que ord, soit
minimal. Comme on a 1'égalité 1g = hg1 et que g, g1 ne s’annule pas sur
D(p"), alors & est aussi une racine de I tel que ordp soit minimal, alors en
divisant I’égalité par (1 — %) et en utilisant le lemme 2.14; on s’est ramené
au cas N — 1 et on utilise 'hypothése de récurrence. Cela nous permet de
conclure 1'unicité.

*+ Revenons au cas général : Considérons (i, ordp(a;)) qui est sur la derniére droite

de pente A et on considére 7 une racine i-eme de a;. Alors ord, (1) = m = A.
Posons alors f1(X) = f (£), alors f1(X) est telle que sa derniére pente est nulle.
Ainsi, par le cas précédent, il existe 11(X) de degré N et g1(X) qui ne s’annule
pas et converge sur D(1) tel que

fi(X) = (X)g1(X)

Alors
f(X) = fi(nX) = h1(nX)g1(nX)

donc en posant h(X) = hi(nX) et g(X) = g1(nnX), on a bien h de degré N et g
qui ne s’annule pas et converge sur D(p™).
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On peut enfin ainsi énoncé 1'équivalent du lemme 2.5 pour les séries qui donne
tout intérét aux polygones de Newton.

Corollaire 2.16. Si un segment du polygone de Newton de f(X) € 1+ XCp[[X]] est finie
de longueur N et de pente A. Alors, il y a exactement N racines de f tel que ord, = —A.

Corollaire 2.17. Si f(X) € 1+ XC,[[X]] converge sur C,, tout entier, alors f(X) peut étre
factorisé en un produit infini de (1 — %) oil r correspond a ses racines. De plus, si f(X) n'a
pas de racines et converge partout, alors f(X) est constant.

Démonstration. Si f(X) converge sur C,, considérons A. Par le théoréme de prépara-
tion p-adique de Weierstrass, il existe /1,(X) de degré N, et gA(X) qui ne s’annule
pas et converge sur D(p?") tel que

fX) = ha(X)ga(X)

En notant 1;(X) = 1+ Z?’A 2; X" et f(X) = 1+ X*b; X, comme les polygones
de Newton coincident jusqu’a (N, ordp(an,)), on a que pour i < Ny, ordp(a;) >
ordp(b;), alors comme ordp(a; — b;) > min(ordy(a;), ordy(b;)) = ordy(b;)

1 1
pordy () -

- — b = <
|a; bllp pordp(b;—ai) -

0

car f(X) converge sur C, donc sur ordp(b;) — +oo. Ainsi quand A — +0o, on obtient
que hy — f.En particulier, on écrit i) en produit de ses racines puis comme i, — f

+00
alors f(X) = [](1 - %) ol r; sont les racines de f. [
i=1 '

2.3 Quelques exemples de polygones de Newton

Exemple 2.18.

pi-1 ‘s
Xpi . Pour cette série

+00
1. Déterminons le polygdne de Newton de fi(X) =
i=0

entiére, les coefficients sont donnés par

1 ogii— i
—~sii=p/ -1

0 sinon

Nous avons donc ordp(a,j_;) = —j. Le polygone de Newton est donc composée
des segments joignant (p/ —1,—j) a (p/*! =1, —(j + 1)). Un exemple ci-dessous
pour p =2
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1 234567 8910111213 14 15 16 17

Ficure 2.8 — Polygone de Newton de f1(X) € Qy[[X]]

+00 ‘ ;
2. Déterminons le polygone de Newton de f»(X) = > ((pX)' + X”'). Nous avons
i=0

donc . ,
g = pP +1sii=p/ pourjeN
o pi sinon

Ainsi pour tout j € N, ordp(a,j) = 0, on obtient donc une ligne infinie horizon-

tale nulle.
7 °
6 °
5 °
4
3 [
2
1 °
* * *
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ficure 2.9 - Polygone de Newton de f>(X) € Q,[[X]]
3. Déterminons le polygdne de Newton de f3(X) = +Zo]o i!X'. Nous avons vu précé-

i=0
demment que ord(i!) = ;_—_Sl". Les sommets du polygone de Newton de f3(X)
correspondent aux indices i tel que S; soit maximal. Cela revient a dire, les
indices i tels que tous les coefficients du développement p-adique sont égaux
a p — 1. Ces indices sont donc tels que pour tout » > 0 :

i=>(p-1p
1=0

=p-1)p
1=0

1-p
1-p

r+l1

=(p-1Xx

1’+1_1

=P
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. Déterminons le polygone de Newton de f4(X) =

Calculons dés lors ordp(a,i_;). On a tout d’abord que S,i_; = i(p — 1) et donc

. S i
ordp((p'-1)!) = )— = ’;Tll—i = Z} (1)pl—i Ainsi le polygone de Newton

est composée des segments joignants (p' — 1, Z opl i apitt-1, Z, P -
(i +1)).

(1-pX?)

=X On observe tout

d’abord que
fiX) =1~ pX2)Z<p2X2>I Zb X/

j=0

0 sinon

2i _ p2(i-1)+1 — 2i-1, _ 1) si i = 2i
Oﬁbj:{r) p prp-1)sij=2i

On obtient ainsi que le polyndme de Newton est composée du segment joignant
(0,0)a (p, 1) puis d'une droite de pente 1.
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Chapitre 3

Rationalité de la fonction zéta

3.1 Criteres algébriques de rationalité

Définition 3.1. Soit a = (a,),>0 une suite d’éléments d'un corps K. On appelle
déterminant de Hankel de rang n et d’ordre k de la suite a, et on note DX(a) le
déterminant de la matrice [a;;] pour 0 < (i, j) < k ot ajj = Api+j-

Lemme 3.2. Soit a une suite non stationnaire, s'il existe existe k et nq tels que, pour
n > ng, DX(a) = 0, il existe h et ny tels que D!'(a) = 0 pour n > ny, et D!'"1(a) # 0 pour
n>ny+1.

Proposition 3.3. Soit f(X) = , a,X" série formelle. f(X) est une fraction rationelle si et
n>0

seulement s'il existe k tel que, pour n assez grand, DX (a) = 0.

3.2 Le théoréeme de Borel-Dwork

Remarque 3.4. Effectuons de brefs rappels :

[X]/( f)avec f un polynéme irréductible de

+ Soit K un corps de nombres, K = Q
degré n. On indexe pour la suite les racines a; de f comme suit :
1. Pourie{l,...,r},a; €R
2. Pourie{r+1,...,r+s},a; # & =: Qjss
Ondénoterapourx € K,i € {1,...,r+s},|x|; = |pi(x)| ou p; € Hom(K, C) avec
|.| le module usuel dans C.
+ les places de K sont les classes d’équivalences de valeurs absolues sur K.

+ Les places finies de K sont en bijection avec les idéaux premiers de Ok, I'anneau
des entiers de K.

+ Si on note Spec(Ok) 1'ensemble de ces idéaux premiers et si P € Spec(Ok), on
notera |x|y la valeur absolue B-adique normalisée associée a 5.

* So0it p un nombre premier divisant P et C, le complété de la cloture algébrique
de Qp. Onnotera Cy I'extension de K isomorphe a C,, munie de l'unique valeur
absolue |x| prolongeant la valeur absolue ‘P-adique normalisée de K.

+ De méme, a toute place infinie de K est associée une valeur absolue |x|;, pour
1 <i < r+s qui estla valeur absolue induite par le plongement correspondant
de K dans C muni de la valeur absolue usuelle |z|? = zZ.

+ Les valeurs absolues ainsi normalisées de K satisfont la formule du produit :
Pour tout x € K, |x|g = 1 pour presque tout P € Spec(Ok), eton a:

r+s

[ 1% [] 1ab=1
i=1

PeSpec(Ok)
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ou N(i) =1sia; € Ret N(i) = 2sia; ¢ R. (ol @; sont les racines du polynéme
définissant le corps de nombre).

Nous noterons désormais C un corps valué complet algébriquement clos, extension
de K, et dont la valeur absolue induit sur K 1'une des valeurs absolues normalisées
ci-dessus : C est donc ou bien C ou bien Cy;.

Définition 3.5. Soient f(X) = ), a,X" une série formelle a coefficients dans C et
n=0
R > 0; nous dirons que f définit une fonction méromorphe dans le disque de centre

0 et de rayon R, si, quel que soit 7 < R, il existe un polynome Q, tel que la série Q, f
converge pour |X| < 7.

Remarque 3.6. Ondira que f est p-adiquement méromorphesi f définit une fonction
méromorphe dans tout disque de C,.

Lemme 3.7. Soient K un corps de nombres et f(X) = 2, a,X" une série formelle a
n>0

coefficients dans K. S’il existe une partie finie P1(K) de Spec(Ok) telle que pour tout P ¢
Py(K) et tout n > 0, |a|y < 1, alors pour tout n et k, on a |Dk(a)|y < 1.

Démonstration. Le sous-anneau de K constitué des éléments x tels que que |x|p < 1
contient I'ensemble des a,, par hypothese. Il contient donc aussi la valeur au point
(@n,an41,-..,an42r) de tout polyndme a coefficients entiers, et donc en particulier
DkK(a). Ainsi |DE(a)|y < 1. n

Lemme 3.8. Soit f(X) = }, a, X" une série entiére a coefficients dans C définissant une
n=0
fonction méromorphe dans le disque ouvert de centre O et de rayon R. Soient v < R et Q,

un polynome de degré s tel que Q, f converge pour |X| < r, et soit k > s, alors il existe c, M
tel que, pour n > 0 :
|DX(a)| < Mcsy=nk=s)

avec ¢ < b ont b désigne la borne inférieure des |z| lorsque z parcourt les zéros de Q.
ao;j
Démonstration. Soit D = [a;j] undéterminantd’ordre m+1,etsoitA; =| : |€ cmHt,
On munit C"*! de la norme || X|| qui au vecteur X = (X;) associe
[|X|| = max |X;|si C = Cy
= (X2 +---+ X2 ?sic=C
Alors
ID] < [|Aoll |A1l[--- [|Amll  (H)

En effet, si I'un des A; est nul, cette inégalité est immédiate, il suffit donc de la
prouver dans le cas ot [|A;|| = 1, pour tout j € {0, ..., m}. Dans ce cas :

+ 51 C = Cy, les aij sont tous dans dans I'anneau de valuarion de Cy, donc D
aussi, et |D| < 1.

+ SiC =CetD # 0,si(Uy,...,Uy) est une suite orthonormale construite a
partire des A; par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt :

D(UO/"'/um)zlzD(AOI"'/Am)zD



3.2. Le théoréme de Borel-Dwork 33

En notant a,(f) les coefficients de f, AK(f) = (a,(f),..., ank(f)) € CF1 et
g=Q,fou
Qr(X):q0+"'+quS

Comme f(0) = ap, 0 n’est pas un pole de f, on peut donc supposer qg # 0, et quitte a
normaliser ce terme, on peut supposer que go = 1. Avec ces notations, on peut écrire :

Dyi(a(f)) = Dj; = det(AK(f), Ay (f), -, Af 1 (f)

Pourk >setm >s:

A4(8) = AL(Qr f)
= (am(g), ey ﬂm+k(g))

S S

= Z Am-i(f)qi, - .-, Z Amrk—i(f)qi

i=0 i=0

= Z qi(am_i(f), ceey ﬂm+k—i(f))
i=0

S
= > qiAn-i(f)
i=0
On a donc pour k > s que

D = det(AX(f), ..., AX, . (f), Ak, (9), ..., Ak (3))

Or f (resp. g) définit une fonction analytique bornée dans le disque |X| < ¢ ot
c < b (resp. |X| < r),de C, et C est algébriquement clos, donc d’apres les inégalités
de Cauchy;, il existe deux constantes L, et L; telles que, pour n > 0,

Ian(f)| <Lcc™ (resp. |an(g)| < L;”_H)

On en déduit, que pour tout 1, k :

Lee™" max(1,¢%)siC = Cy

Lec"(1+c¢ 24+ 2giCc=C

AR S{

et

L,r™" max(1,77%) si C = Cy
L;,T’_n(l +r2 4.5 r_2k)1/2 siC=C

IAR(Il < {

A k fixé, il existe donc L; = L.max(max(1,c ), (1 + ¢ 2+ --- + ¢ 2)1/2) et
L} = L} max(max(1, %), 1+ 772+ +r72%)1/2) deux constantes, telles que, pour
toutn > 0:

IAK(F)I| < Lic™ et ||AK ()l < Ljr™"
En appliquant I'inégalité (H) de Hadamard, on en déduit que pourk > setn > 0:

s—1 k
DS < [ 1Al Ol [ 114nsi(2)l]
i=0 i=s
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s—1 k
|DI,;| < Li l_[ C_(n+i)Lik_s+l l_[ r—(n+i)
i=0 i=s

_ LsC—nsC—s(s—l)/ZL/k—s+1r—n(k—s+1)r—s(k—s+1)r—(k—s)(k—s+l)/2 _ Mc—nsr—n(k—s)
=L 1 =
ouM = LiL’lk_SHC_S(S_l)/zT_”r_(k_s+1)(k+s)/2. u

Théoreme 3.9 (Borel-Dwork). Soient K un corps de nombres et f(X) = 3, a, X" une
n>0

série formelle a coefficients dans K. S'il existe une partie finie P1(K) de Spec(Ok) telle que :
i) Pour tout P ¢ P1(K) et tout n > 0, |a,lp < 1.

ii) pour chacune des r + s places infinies de K, f définit dans C une fonction méromorphe
dans un disque ouvert de centre O et de rayon et de rayon R; pouri € {1,...,r +s}.

iii) Pour B € P1(K), f définit dans Cy une fonction méromorphe dans un disque ouvert
de centre 0 et de rayon Ry.

r+s .
iv) Le produit R = [] R?](Z) x [1 Rg satisfait R>1.
i=1 PeP;(K)
Alors f est une fraction rationnelle.

Démonstration. Choisissons pouri € {1,...,r+s} desréels r; tels que ; < R; et pour
B € P1(K) un réel ry tel que ry < Ry de telle sorte que le produit

r+s

rzl_[rf\](i) l_[ rg > 1
i=1

PeP1(K)

Notons v un indice parcourant V = {1, ..., r+s}UP;(K). Pour v € V, considérons
Qo un polyndme de degré s, satisfaisant les deux conditions

a) Q,(0)#0
b) fQ, converge dans C, pour |X| < 1,
Considérons b, la borne inférieure des z, ou z, parcourt les zéros de Q,. Notons de

plus s la borne supérieure des s, alors, pour k > s : par le lemme 3.8, il existe des
constantes c¢,, My i telles que :

N(v)
_ —n(k—sy
[1Ds@R < [T (Mapes™r" )

veV veV
ouN(v)=1siv =", etc, < by.

(e )\ N(@)
Posons alors A, (k) = (c;s” r s'”)) et A(k) = [] Ay(k), alors klim (A(k))7* =
veV —+00
% < 1. On peut donc choisir kg de telle sorte que A(kg) < 1. Fixons un tel ko, et soit

A = A(k), alors en posant M = [] Mi\]](:;), ona:
veV !

l—[ |D£O(ﬂ)|zl,\](v) <A"M avec A <1

veV

Ainsi, étant donné le lemme 3.7 et la formule du produit, cela nous assure si

DY(a) #0que A"M > [] o— > 1 ce qui est absurde car A < 1. Donc, pour 7
PePy(K) 1Du @)y

assez grand, DX (a) = 0 et donc par le critere 3.3 que f est rationnelle. [
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3.3 Hypersurfaces et fonctions zéta

3.3.1 Hypersurfaces affines et projectives

Définition 3.10. Si K est un corps, on définit I’espace affine de dimension 7 sur K et
on note :
Ay ={(x1,...,x4),x; € K}

Définition 3.11. Soit f(Xi,...,X,) € K[Xj,...,X,] un polyndme en n variables
X1, ..., X,.

* On appelle hypersurface affine définie par f dans A} et on note :

Hp={(x1,...,xq) € AL, f(x1,...,xy) =0}

+ On appelle dimension de Hy l'entier n — 1.

Remarque 3.12. Si n = 2, on dit que Hy est une courbe affine (i.e. si Hy est de
dimension 1).

Définition 3.13. On appelle espace projectif de dimension n sur K :
P} = {[x0,x1,..., xs] 0l (x0, ..., xs) € AF\{(0,0,...,0)}}

tel que [xo, x1,...,%.] = [Yo, Y1, ..., Yn] si et seulement si il existe A € K* pour tout
i€{0,...,n},x; =Ay;.

Exemple 3.14. Intéressons nous a P}, : cela correspond aux droites vectorielles du
plan affine de K.

ui

« siug # 0, [ug, u1] =[1, 2] 1D /D;

+ sinon [0, u1] = [0, 1] A (1, 7)

On fait donc une correspondance
[1,A] & D, et[0,1] & Do

1

Remarque 3.15. Plus généralement, Py correspond a I'ensemble des droites vecto-
rielles de K"*!. En effet

— A une droite vectorielle, on associe la classe d’un vecteur directeur.
— Réciproquement, si[uy, ..., u,] € P} avecu; # 0, onassocie Vect (Z—?, %, ., Z—;, ”L"l—tl, ., Z—':)
Proposition 3.16. On a la bijection suivante :

Ay © U; .= {[uo, ..., un], ui # 0}
(alz---/an) — [a1/a2/"'/ai—llllai/ai+1/"'lan]

Définition 3.17. On appelle hyperplan a I'infini et on note
Z(uo) = {[uo, ey un], Ug = 0}
(Celui-ci dépend du choix des coordonnées).

Proposition 3.18. On peut décrire I’espace projectif affine a partir des espaces affines :

PY =ptUAL UAL U---UAY
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Démonstration. Commengons par une premiére remarque liée al’hyperplan al’infini:

Z(uo) = {[1, - .., nl, O (u1, ..., 1uy) € AN((O,...,0)}} =PI

On a de plus via la proposition 3.16 que P} \Z(uo) = Up ~ A%. Ainsi, on obtient de
proche en proche :
P?( = Z(ug) U P?(\Z(Mo)
=PI lUAL
= Z(up) U Pz‘l\Z(ul) U A?(
=Py UAYTUAY

=PQ UALU---UAY
=ptUAL U---UA%

Définition 3.19. Considérant f(Xl,;. ., Xn) € K[Xy,...,X,] de degré d, on appelle
polyndéme homogénéisé de f, noté f :

Xl Xﬂ

i (X X
f(Xo,Xl,...,X,Z)_Xof(XO,...,XO)

Remarque 3.20. Lhomogénéisé de f est un polyndme homogene de degré d.

Exemple 3.21. En notant f(Xj, X2, X3) = Xg’ -3X1XpX3 + X1 +1 € K[Xq, X5, X3],
celui-ci est de degré 3, son homogénéisé est

f(Xo, X1, X2, X3) = X5 + X5X1 - 3X1XoX3 + X3

Remarque 3.22. Si f (Xo, ..., X,) est homogene, et si f (x0,...,x,) = 0, alors pour

tout A € Kx,f(/lzco, ..., Axy) = 0. Cela donc a un sens de parler de I’'ensemble des
points de P} ot f s’annule.

Déﬁrlition 3.23. Etant donné f(X1,...,Xn) € K[Xq,...,X,] un polynéme de degré
det f(Xo,...,Xn) € K[Xo, X1, ..., Xn] un polyndme homogene de degré d.
+ On appelle hypersurface projective définie par f dans P¥ 'ensemble

]?= {[xO/xll-‘-/xn]EPZ,f(XO,...,xn):O}

+ Si f est 'homogénéisé de f, on dit que H 7 est le complété projectif de I'hyper-
surface affine Hy.

Exemple 3.24.
1. Soit f(X,Y) = Y a;;X'Y/ € K[X, Y] de degré M. Notons g = f(Xo, X1,X>) =
ij

f (;g—é, §—§) X" son homogénéisé de degré M. On obtient donc

Hg = I:If = {[MOI ul/MZ] € P%(/ g(u()/ Ui, MZ) = 0}

i ]
= {[uo, u1, uz] € P%(, Z&l,‘,]‘ (ﬂ) (%) uéw =0}

— Uup Up
1]
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Hg = {[OI ul/uZ] € P%(/ g(o, ui, uZ) = O} U {

= (Hg N o = 0) U Hy

Uiy up 2 uip Uz
1/ uoluo] ePK,g(ll uoluo) 0}
2. Considérons K =R, f(X,Y) = —2(22 - —’b(zz —1, Hf I'hyperbole :

x2 xz
Hf = {(xl,xz) € A%R/a_; - b—; = 1}

~ 2 2
Alors f(Xo, X1, X2) = % - % - Xg, alors on a par ce qui précede que
2 %2 b
T 1_ %2 _ _

Remarque 3.25. Si L est une extension de corps de K, on notera
Hy¢(L) = {(xl,...,x,,) €A]|f(x1,...,xy) = 0}

De facon similaire a ce qui précede, si f est homogene, on définit H f(L).

3.3.2 La fonction zéta

Remarque 3.26. On travaillera dans la suite avec K = FF; et des extensions de corps
finis L = Fys. Dans ce cas, H¢(L) et H f~(K) consiste en un nombre fini de points car il
y a un nombre fini de n-uplets (exactement 4"°) dans A} tout comme dans P}.

Définition 3.27. A f ou f fixé, on définit
* N := Card(H(F;s)) le nombre de points de Fys de Hy.
+ N, := Card(H f'(Fqs)) le nombre de points de Fs de H 12
Définition 3.28. Etant donné un polynéme f(Xy,..., X,)deF;[Xy,..., Xy]et Hyson

hypersurface affine associée, on appelle fonction zéta de H la série entiére formelle

de C,[[T1]]
+00 N
Z(Hf[Fy;T) = —T°
Remarque 3.29. On observe que Z(H¢/F;; T) a comme terme constant 1.
Exemple 3.30. Donnons quelques exemples de calculs de N et Z pour une hyper-
surface donnée.

1. En considérant Hy = pt, alors N5 = 1. On obtient donc

Z(pt/Fy; T) = exp (Z %TS)

s=1

=exp (—log(1-T))
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2. Enconsidérant Hy = A”q, cela correspond au n-uplets de ;. Pour touts € N*,Ng = g"

et donc

n

n
3. En considérant Hy = P]’;q = U AI]E(?,, U pt. Alors pour tout s € N*, Ny = 3, g% et
k=1 k=0

donc

n

oo Z qks

k_
Z(P;q/Fq;T) = exp Z
s=1

TS

4. Considérons une droite affine L = Hx, C AIZF,]' Ona N; =g° etdonc

Z(L/Fy; T) = exp ( %(qT)s)
s=1

= exp (—log(1 - qT))
1

“1-4T

5. En considérant maintenant un droite projective L,onaN, = q° + 1 etdonc

Z(L/Fy; T) = exp (i T+ 1T5)

S

s=1
= exp (~log(1 - 4T)) exp (~ log(1 - T))
1
- (1-T)(1-4qT)

Proposition 3.31. Soit H une hypersurface affine sur un corps fini F,. Alors Z(Hy [Fy; T)
est d coefficients dans N.

Démonstration. Soit X = (x1,...,x,) un Fgs-point de Hy (ol 59 est le plus petit entier
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s tel que tout les x; soient dans Fys). Notons x;; les conjugués de x; sur F; pour
tout 1 < j < so. On peut alors considérer P; = (x1j,...,%,;) les conjugués de X.
Ceux-ci doivent étre distincts, en effet, sinon, tous les x; seraient laissé fixe par un
Fy-automorphisme o de Fs, ils seraient donc tous dans le sous-corps de Fys laissé
fixe par ¢ (ce qui contredirait la minimalité de s).

Ainsi, tous les P; sont des Fjs-points dés que sg|s et chaque P; contribue a raison
de 5o pour Ny, Nog,, . ... On obtient ainsi leurs contributions a Z(H f [Fy;T):

+00 +00

. 1 .
exp ;?OOTJS() - exp(— log(l — TSO)) = 1 — TSO = Z T]SO
j=1 =

Or la fonction zéta est un produit de séries ci-dessus, ce qui nous assure que la
fonction zéta est a coefficients entiers. ]

Lemme 3.32. Le coefficient devant T/ dans Z(H /F,; T) est majorée par g™/

Démonstration. La plus grande valeur possible pour N est la cardinal de Ag = qui est
q§

q"*. Ainsi, les coefficients de Z(H ¢ /F;; T) sont donc plus petit ou égaux a ceux de la
série avec N5 = ¢"°. Or,

+00 g +00
1 -
s| — _ _ n — R njprj
exp (521 o T ) exp(—log(1—-4"T)) T j:EO q"'T

Remarque 3.33. En particulier, cela nous assure que Z(Hy/F;; T) définie une fonction
holomorphe sur le disque de rayon % dans C.

Dans le but d’appliquer le théoreme de Borel-Dwork a la fonction zéta, il suffit
de démontrer que la fonction zéta définie une fonction méromorphe sur C,, c’est
'objectif des deux prochaines sections. Toute cette partie est par exemple omise dans
le livre de Y. Amice.

3.3.3 Endomorphismes de C,[[X, ..., X;]]

Le but de cette sous-section est de prouver la formule de la trace de Dwork ce
qui correspond au premier des deux résultats nécéssaire a la démonstration de la
p-adique méromophie de la fonction zéta.

Dans toute cette sous-section, on notera R = C,[[Xy, ..., X, ]]. Si X{" ... X;;" € R
est un mondme, on notera X* ott u = (uy,...,u,) € N”. Un élément de R peut étre
écrit ) a, X" ol u parcourt I'ensemble N" et a,, € C,,.

Notons G € R. On définit un endomorphisme de R définit par la multiplication
par G :
pg: R — R
r — Gr

Considérons g € N, on définit un autre endomorphisme de R :

¢g : R - R
2 X' oY aquxu

ueN” ueN”
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En d’autres termes, si u € N" n’est pas divisible par g, alors le terme correspon-
dant a, X" s’annule sous l’action de ¢,. Si u est divisible par g, alors ¢, remplace X*
par X*/4.

Enfin, on notera pour la suite W, ¢ = ¢, o g la composition des deux endomor-
phismes précédents. Si G = 3, ¢, X™. Alors W, ¢ agit sur les mondémes X" comme

weN"
suit :
\II[],G(Xu) — ¢q ( Z ngw+u - Z ng—uXw
weN" weN"
Lemme 3.34. Soit G = }, guwX® € R. Sil'on note G4(X) = G(X1), alors

weN"
HG o g =Pg0uc, =¥,

Démonstration. 1l suffit de vérifier cette égalité sur les monomes X". On observe tout
d’abord d"une part que :

(X" 0 sigtu
(¢] =
He © Py GX"1 siq|u
0 sigtu
- Z ngw+u/q = Z gw—u/qu siq | u
weN" weN"

D’autre part, on a:
+ Danslecasoug | u,ona:

- Z ngX‘thu — Z gw—u/qu

weN" weN"

OPRS qu(Xu) = ¢, ( Z G XTIt

weN"

+ Danslecasoliq fu,ona:

=0

(OPRS qu(Xu) = ¢, ( Z QX T

weN"
On obtient bien ainsi 1’égalité souhaitée. [ ]

Définition 3.35. On définit I’ensemble suivant

Ry = {G = Z gwX¥ € R|3M > 0,Yw € N", ordp(gs) > M|w|}

weN"

ol |w| correspond a la somme des composantes de w.

Remarque 3.36. La définition pour une série d’étre dans R implique sa convergence
dans un disque D(r) contenant au moins strictement D(1).

Lemme 3.37. Ry est stable par multiplication et sous I'application G +— G,.

Démonstration.
+ Considérons f(X) = ), a,X%, g(X) = 2 byX” deux séries de Ry et enfin
veN"

weN"
leur produit f(X)g(X) = 3 c:X*oucz= 2 amby.

zeN" m+n=z
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Or par hypothese, f et g étant dans Ry, il existe deux constantes My, M, > 0
telles que pour tout w € N”, on ait :

ordp(ay) = Mi|w| et ordy(by) = Ma|w]
On obtient donc que :
ordp(cz) 2 min ordp(a,by)

m+n=z

= min ordp(a,) + ordy(b,)
m+n=z

> min M;|m|+ M;|n|
m+n=z

> min(My, M) min |m| + |n|

m+n=z
= min(My, M)|z|  car |m|+ |n| = |z|

Ainsi leur produit f(X)g(X) € Ro, donc Ry est stable par multiplication.
+ Considérons G(X) = 2, gwX"™ € Ry, Il existe une constante M > 0 telle que

weN"
pour toutw € N", ordp(gw) = M|w|. Enconsidérantalors G4(X) = % gwX7%,
weN"
on peut réécrire G4(X) = 3 §.X%, ou §; = 0 sauf si q|z. Dans le cas gz, on a
Zz€N"

z = qu ol u est la puissance d'un mondme de G(X). On obtient donc :
~ M M
ordp(§:) = ordp(gu) = Mlu| = 7 lqu| = ?|Z|

Ainsi G4 € Ro.

Lemme 3.38. En notant U, (C) I'ensemble des racines n-éme de l'unité, alors

Z Ca_{n sin|a
|0 sinta

CeU,(©)

Démonstration. Distinguons les cas :
+ Sin | a,alors C* = 1 et comme il y a exactement 1 racines n-éme de 1'unité,

alors > (" =mn.
CeU,(C)

* Sin 4 a, comme U, (C) forme un groupe cyclique, donc fixant C € U,(C)\{1},
alors U, (C) = {C¥,k € {0,1,...,n —1}}, on en conclut que

n-1 =an
Z Ca: Cukzl__cz -0

CeU,(C) k=0 1

Remarque 3.39.
+ On rappelle que si V est un espace vectoriel de dimension #n sur un corps K
et A:V — V une application linéaire de matrice (a;,;)1<i,j<u, la trace de A est

I'élément suivant :
n

Tr(A) = Z aj

i=1
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+ Maintenant si on considere V un espace vectoriel de dimension infinie sur un
corps K munie d"une norme |.| et A une application linéaire de V dans V. On
peut aussi définir la trace de A a condition que la somme suivante converge

+00

Tr(A) = Z a; i

i=1
Proposition 3.40 (Formule de la trace de Dwork). Considérons G € Ro, g € N et

W = W, . En notant UZS—l(CP) I'ensemble des n-uplets constitués de racines (q° — 1)-

eme de l'unité (out n correspond aux nombres de variables Xy, ..., X,). Alors pour tout
s > 1, Tr(\W®) converge et

(@ -D"Te(¥) = > GWGENGET)---G(xT )
xel’ (Cp)

Démonstration. Nous allons dans un premier temps démontrer la proposition pour
le cas s = 1, puis nous verrons que nous pouvons toujours nous y ramener.

cass=1: Ennotant G = } ¢uX“. Par définition, on a W(X") = 3 guu-uX". Les
weN" weN"
éléments contribuant a la trace sont ceux dont w = u et donc

TI'(\P) = Z 8(q-1)u

ueN”"

De plus, comme G € Ry, la somme ci-dessus est convergente et la trace est bien
définie.

On considére maintenant le terme de droite de 1’égalité. On commence par
remarquer que si (x, w) € (N")2, alors en notant (x;, w;) les i-éme coordonnées
respectives, alors par le lemme 3.38, on a :

1

xwi:{q—l sig—1|w;
eUi(C,) 0 sinon
On en déduit alors que :

-1)" ig—1
LU = Z L :{(q ) s1q | w

; L 0 sinon
erZS_l(Cp) i=1 \x;€U;-1(Cp)

=

On peut donc maintenant voir que :

DGwW= ) g D, =@-1" ) gg-nu=(9-1)"Tx(¥)
)

er;S_l(CP weN" er;‘S_l(Cp) ueN”

cas s > 1: En utilisant la définition de W et le lemme 3.34, on a :

s :qf)qoycoqbqoyco\lfs_z
= ¢g © g 0 i, © g 0 W
= (qu [e] ‘uGGq o\I/S_Z
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= (qu o ‘uGGq"'Gqs—l = \qu,GGq-"Gqs_]

Or par le lemme 3.37, la série GG, - - - G4s-1 est dans Ro. Ainsi le cas s > 1 se
réduit au cas s = 1, ce qui permet de conclure.

Le résultat suivant est vrai dans un cadre plus général, voir par exemple ce
que Serre propose dans [4]. On re-démontrera celui-ci dans notre cas particulier de
Dwork.

Proposition 3.41. Soit G € Roetq € Net W = W, . Alors la série det(1-WT) € C,[[T]]
est bien définie, entiére et

det(1 — WT) = exp (— 2"’ @TS)

s=1

Démonstration. Soit G(X) = >, g»X" € Ro.

weN"

+ On commence par rappeler la définition du déterminant en termes de permu-

+00 ) ) J
tations, det(1 — WT) = X b;T/ ou b; = (-1)) 2 sgn(0) [ Wu,u,,- On
j=0 u1,...,u/€N” i=1
o€S,
a considéré ici que W, ,, correspond a l'entrée (1, w) de la matrice (infinie)

de I'endomorphisme W. Or comme W(X*) = 3] Sqw-u X%, on en déduit que
weN"

\I]u,w = Squ-w-
+ Comme G € Ry, il existe M > 0 tel que pour tout w € N, ordp(gw) = M|w|. On
peut obtenir une estimation de la valuation p-adique de b;. En effet :

Ordp(gqul—u(,(l) cee gquj—u(,(j)) = M(|¢I”a(1) —up|+--+ |qua(n) - ujl)
J j
> M (Z gluil = > |ua<z->|)
i=1 i=1
j
= M(q-1) ) luil
i=1

Comme Y/_ |uj] — +c0. On en déduit donc que ordy(bj) — +oo, ce qui
i=1 N—+00 n—+oo

nous assure que le déterminant est bien défini. On a méme de plus par le théo-

ordp(b;)

X ) (1o . 1/j
réeme de Césaro que —> +00. On en déduit donc que lim |b; Ip/ I'=o,
j—+oo

j—>+oo

et donc que det(1 — WT) est entiére (a un rayon de convergence infini).

+ Pour prouver I’équation donnée dans la proposition, nous considérons d’abord
le cas ou W est un endomorphisme d"un espace vectoriel de dimension d sur C,.
On sait que le déterminant et la trace d"un endomorphisme sont invariants par
changement de base, et puisque C, est algébriquement clos, on peut considérer
un changement de base de sorte que la matrice W, par rapport a lanouvelle base,
soit triangulaire supérieure. On peut donc sans perte de généralité, supposer
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que W est triangulaire supérieure. On peut donc écrire d"une part

d
det(1 - WT) = ]_[(1 ~ W, ,T)
i=1

D’autre part,ona:
d

Te(W%) = > (Wi

i=1
On obtient donc finalement que :

+oo d s d +00 s
exp (_ Z (‘I];,z) TS) _ nexp (_Z (\I”z,szT) )

s=1

= [ expllog, (1 - w;,1))
i=1
d

= ﬂ(l ~ W, ;T) = det(1 - WT)
i=1

+ A partir de la dimension finie, on peut étendre et démontrer la proposition,
c’est ce que nous allons faire dans la suite.

Définition 3.42. On pose pour M > 0 fixé 'ensemble

Ru={G= ) guX"eR| ordy(w) > Mlwl|}

weN"
Remarque 3.43.
+ Ry est un Q, espace de Banach.
* Ro= U Rum.
M>0

E'S

Le lemme 3.37 montre que si G € Ry, alors G; € Ru.
q

Si M < M;j alors Ryr, € Ry,

Intéressons nous a la topologie sur C,[[T]]. On a plusieurs topologies :

*

*

> La topologie associée a ordr

> Etant donné que Cp[[T]] =~ CE‘, on peut donc munir C,[[T]] de la topologie
produit. C’est celle-ci que nous allons considérer. Pour cette topologie, on
a

+00 +00
U, = Z un,ka — Z vk T ssi Vk, Uy k — vxpour |.|p
k=0 k=0

Dans toute la suite, on considérera donc la topologie produit.

Lemme 3.44. L'application exp : TC,[[T] — Cp[[T]] est continue.

Démonstration. Soit f(T)
2, b(s)T*. Or ordr(f(T))

5>0

. k
2. a;T" pour a; € C,, alors exp(f(T)) = X % =
i>1 k>0

1,il n'y a donc a s fixé qu'un nombre fini de termes

\%
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qui intervient pour calculer b(s). De plus, cela montre aussi que 1’application était
bien définie (i.e. exp(f(T)) € C,[[T]]).
Ainsi Y, b(s)T® = 3 #T)’ =: &(T). Pour s fixé, l'application f +— &(T) est
s<k I<k
continue (car polynomiale en f) et donc l'application f + b(s) est continue. ]

Dans la suite, on notera Ey le sous-espace vectoriel des polynomes de degré
inférieur ou égal a k de C,[T]. On a des lors un projecteur py : Cy[[T]] — Ei et on
pose W := pr o Wo iy ol iy : Ex — Cp[[TT] est I'injection canonique.

+00 "
On pose enfin T(W) = — 3, Z®ITs ot D(W) = det(1 — WT). On sait que D(W;)
s=1
correspond au polynéme caractéristique de W et que D(W|) = T (W) par la par-
tie de dimension finie qui précede. Pour terminer, il suffit donc de montrer que

D(W ) — D(W) € Cy[[T]] quand k — +oo (et respectivement 7 (W) — T (V).

Lemme 3.45.
T(V) — T(¥)

Démonstration. 1l suffit de montrer la convergence terme a terme. Or d’apres la
démonstration de la proposition 3.40, W*° = \Iqulc(;qm(;qs_l. Ainsi, en posant H =
G...Gg-1,onaH € R o par stabilité par multiplication (méme preuve que pour

Ro). En écrivant H = ) hy X", par convergence ona Tr(W*) = 3 h(;-1),. Déslors,
ueN” ueN”

Tr(W?®) — Tr(\I’ISk) = Tr(Ws) — Tr(px o W o ix) + Tr(px o W* o iy) — Tr(\Plsk)

= G¥) =: Ca(¥)

Pour C1(\W) : D’apres le cas s = 1 de la proposition 3.40, on a C1(W) = X -1y, et
|uu|€211\<1+1
ordp(C1(W)) > W;}# > M(k + 1). Ainsi, si k — +00, alors C1(¥) — 0.
Pour Co(W): Ona Wy = gquw-u = Vi, , si lu|l < ket|w| < k.

— Comme G € Ry C Ry alors les coefficients de G sont bornés, il existe
A > 0 tel que pour tout u € N", ord,(g,) 2 —A.

— Si|w| > k+1et|u| <k, alors:

glw| — |ul S (g-Dk+gq . (g -1k

Ordp(‘yu,w) = Ordp(ng—u) 2

M - M - M
— On a d’une part Vj, , = 2 Wy WYawr,w, -+ - VY, u et respecti-
w1,...,Ws—1EN"
7 s _ N
vement d’autre part \Ijlku o= 2 Wiy WYor,w, - WV,_y,u. Dés
! w1,...,wWs—1 EN"
lw1|<k, ..., lws—1|<k
lors, en notant &, ,,(S) la différence des deux termes définis ci-dessus. On
obtient :
5u,u(5) = Z \Iju,wl\yw,wz .- ~\yw571,u
W1,eeey Ws-1 eN"
3i,|w;i|>k+1

Ainsi, pour chaque (s — 1)-uplet de cette somme, on a |wi| > k +1 ou alors
il existe un plus petit indice vérifiant |w;| < k et |wj41| 2 k + 1. On en
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conclut donc par le point précédent que :

(g -k
M

ordp(Wu,w; -+ - VY, u) 2 -(s—-DA

D’out finalement la méme inégalité sur ord,(Ey,.(S)) et donc cela nous
permet de conclure que C2(W) — 0si k — +oco.

On a ainsi bien montré que T(\Iffk) — T(\P°). [ ]

Lemme 3.46.
D(W) el D(W)

+00 . . ]
Démonstration. Oncommence par écriredet(1-WT) = 3 b;jT/oubj = (1) X &(0) [T Wi, u,-
i=1

j=0 ULyeney ujeN"
OES/
+o00 . . ]
De méme, onadet(1 - Wyr) = X bjxT/ oubjr = (1) > €(0) [T Wu;,uy-
]=0 UL yeney quN" i=1
jur|<k, ..., luj|<k
0'65]'

Ainsi en considérant la différence des deux, on obtient :

+00
det(1 -~ WT) - det(1 - W T) = Y T/

j=0
, j
ouyjr =D 2 (o) [T Wuyuy-
UL yenes quN" i=1
3i,|u;|=k+1
UES/
Comme V¥, oy = 8qui=itygy, ON obtient ainsi comme précédemment que

ordp(yjk) = M(g=1) ) |ujl = M(g = 1)(k +1+ (i —1) = M(q - 1)(k + i)
j=1

Ainsi quand k — +oo, on peut conclure que D(W;) — D(W¥). [

3.3.4 Relévement de caractéres Cp-valués

Définition 3.47. Soit G un groupe fini et K un corps. On appelle caractere K—valué
de G tout homomorphisme ¢ : G — K*.
Remarque 3.48.

+ Du théoréme de Lagrange et de la définition d’un caractere, on obtient que
Im(¢) est inclus dans I’ensemble des racines de 1'unité de K*.

+ Si L/K est une extension de corpset o € L tel que [K(a) : K] = m et [L : K(a)] =
n. On rappelle que la trace de a de L sur K est

m
TI'L/K(O() =n Z 2%
i=1
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ott les a; sont les conjugués de a sur K. De plus, si L/K est galoisienne alors

Tryk(a)= ). ola)

oeGal(L/K)

* Dans le cas de L = FF; avec q = p* et K = F), on sait quil y a s = [F; : Fy]
automorphismes oy, ..., 0s-1 de F, donné par o;(a) = af' pour a € F;. Ainsi, si
a € Fy, alors

[y

§—
i

Tr(a) = ) a?

1

Il
o

Proposition 3.49. Soit w € C,, une racine p-éme de l'unité et q = p*. Alors l'application

p: B — (Cp)*

4 - @

est bien définie et est un caractére C,-valué non-trivial du groupe additif de F,. L'exposant
Trg, /5, (a) doit étre compris au sens du plus petit résidu positif entier.

Démonstration. On a tout d’abord que F;/F, est galoisienne de groupe de galois
G = Gal(F, /F,) engendré par le morphisme de Frobenius x + x”. On a donc:

p
D o(a)) = > 0@y = )" o(a) = Trs, 5, (a)

oeG ceG 0eG

Trg, /v, (a) =

Comme chaque o € G est une puissance du Frobenius, on voit que Try,_ /5, (a) est fixée
par tout les éléments de G. Ainsi, Trg, /r,(a) € F,. De plus, comme le Frobenius et
toutes ses puissances sont des homomorphismes, on voit que pour tout (a, b) € F, :

Trg, s, (a +b) = ) o(a+b) = ) (o(a) + o(b)) = Trg, s, (a) + Trs, s, (b)
0eG 0eG

On obtient ainsi que ¢ est un homomorphisme de F; dans (C,)*, c’est a dire que ¢
est un caractere C,-valué du groupe additif de F;. ]

Remarque 3.50. On rappelle que pour tout a € F; ot g = p?, il existe un unique
représentant multiplicatif de 4 donné par 75(a) (relevement multiplicatif) dans une
extension non-ramifiée K de Q, engendré par une racine (p® — 1)-éme primitive de
l'unité satisfaisant

1s(a) = 15(a) et t5(a) =a mod [pOk]

Comme K est le corps de décomposition du g-éme polyndme cyclotomique sur
Qp, alors K/Q, est galoisien. Notons G = Gal(K/Q,), on obtient que

Tri/q,(ts(a)) = ) 0(74(a)) € O

oeG

En réduisant alors modulo p, et le fait que 75(a) = a mod [pOk] on obtient que :

Try /g, (7s(a)) = Trg, /g, (@) mod [pOk]



48 Chapitre 3. Rationalité de la fonction zéta

Ainsi, étant donné une racine p-éme de 1'unité @, on obtient que

T/ (Ts@) _ Trsy s, @)

On chercher une série entiére p-adique O(T) € C,[[T]] satisfaisant O(7s(a)) = w”.
Si l'on arrive a trouver une telle série, on pourra alors retrouver le caractére de la
trace comme suit :

O(14(a))O(1:(a)?) -~ O(ts(a) ) = w0
On appellera pour la suite ® un relevement du caractere ¢ a une fonction de C,,.

Théoreme 3.51. Soit w une racine p-éme de 'unité et notons A = w — 1, et notons ¢ le
caracteére de la proposition 3.49, alors la série entiére p-adique suivante est un relévement du
caractere ¢ a une fonction de C,

2
O(T) = F(T, A) = (1 + A)T(1 + AP)T"=D/p(1 4 AP T =T/

Démonstration. Oncommence par rappeler qu'onavudansle chapitre 1 que F(X,Y) €
Zy[[X, Y]]. De plus, on considere F(X, Y) comme une série en X avec Y fixé :

F(X,Y) = +Z’° (+Z°° Ay Y™

X" avecay,, € Zy

n=0 \m=n
+00 +oo
En substituant T a X et A a Y, on obtient que &(T) =  a,T" aveca, = 3, ap,,A".
n=0 m=n
On obtient en utilisant le lemme 1.17 & w que
+00 n
ordp(a,) = ordy (Z am,n/\m) > ordp(A") = ordp((w — 1)") = nordp(w — 1) = -
m=n

On obtient donc que O(T) € C,[[T]] converge au moins sur le disque D(p~/-1-),
Si T = 75(a) € C, est le représentant multiplicatif de a € Fys dans C,, alors

s—1

ps—l p ‘ ‘ ‘
[Tew) = a+n @+ an=<rr...
i=1 i=1

= (14 At (g @ 0l a0

s—1
=1+ M)+ cart” =1

_ wTers /5y (@)
On a donc bien obtenue que © est un relevement du caractere ¢ a une fonction de
Cp. |

Maintenant que nous avons construit le relevement, on montre qu’il donne lieu
a une série entiére de R et qu’on peut donc appliquer les résultats de la section
précédente.

Proposition 3.52. Soit w € N" et a € D(1), alors ®(aX™) € Ro.
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+00 .
Démonstration. La preuve du théoréme précédent nous a assuré que O(T) = } b;T'
i=0

. +00 . ) .
avec ordp(b;) > plTl' Alors, en considérant @(a X" ... X;") = 'Zo bia' X\ X
i=

avec les notations des sections précédentes, on obtient

‘ i ilw] .
ordy(giw) = ordp(bia’) > ordp(b;) > - = wl(p 1) = Mliw|
ouM = m. On obtient donc que (e X™) € R. [ |

3.3.5 Méromorphie de la fonction zéta

Nous allons maintenant montrer dans cette sous-section que la fonction zéta est
p-adiquement méromorphe a I’aide des résultats des deux sous-sections précédentes.

Lemme 3.53. Soit ¢ : Fys — (C,)* un caracteére Cp-valué non-trivial du groupe additif de
Fys. Alors, Y, ¢(x)=0.

XE]Fqs

Démonstration. En effet, comme ¢ est non-trivial, il existe xo € Fjs tel que ¢(xo) # 1.
Alors, en effectuant le changement de variable y = x — x, on obtient

D, P = > ply+x0) =) ), ¢y)

XEIFqs yE]Fqs ]/E]Fqs

On en déduit donc comme ¢(xg) # 1 que 2 ¢(x)=0. [ ]

XGIFqs

Lemme 3.54. Soit w une racine p-éme de I'unité dans C,, alors en considérant le caractére
Cp-valué de Fys suivant étudié plutot :

Tr];qs /8y (%)

X B w
Alors ' y
Z p(xu) = {05 Sl. y f(FqS)
ST qg° siu=0
Démonstration.

+ Siu =0, alors pour tout x € Fgs, p(xu) = 1. On obtient ainsi Y, ¢@(xu) = g°.
x€Fs
q
+ Sinon, on reprend la preuve du lemme précédent, comme ¢ est un caractere
Cp valué non trivial, il existe xo € Fys tel que ¢(xo) # 1. Mais, comme u est
inversible, en considérant le changement de variable y = x — xou~!, on obtient

ainsi
D, plxu) = p(xo) D elyn)
XEIFqs }/GIFqs

et finalement », @(xu) =0.

XE]Fqs
|

Proposition 3.55. Soit H une hypersurface affine définie par f € Fy[Xq, ..., Xy, alors la
fonction zéta Z(Hy [Fy; T) € Z[[T]] € Cp[[T]] est p-adiquement méromorphe.
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Démonstration. Procédons par récurrence sur n le nombre d’indéterminées définis-

sant f.
n = 0: L'hypersurface sur F; consiste en un unique point et sa fonction zéta est donnée
par
+00 TS 1
Z(Hf/Fq}T) =exp (Z; ?) =exp(—log(1-T)) = -7
S=

qui est p-adiquement méromorphe.

k <n—1: On suppose l'assertion vrai pour toute hypersurface affine définie via f en
k < n —1 variables. On définit I'ensemble suivant

N :Card({(xl,...,xn) € Fys, f(x1,...,xp)=0etVie{l,... n},x; # 0})
= Card({(xl,...,xn) €Fys, f(x1,...,x,) =0etVie {1,...,;1},35?5_l = 1})

On commence par montrer que pour conclure, on peut réduire la p-adique
méromorphie de Z(Hy/F,;; T) a celle de

+00
N/
Z'(Hf[Fy; T) == exp (Z ?STS)
s=1

En effet, on peut tout d’abord écrire que
S (Ns = N
Z(H}/FWY)::ZTPQ/FWYUexp(zz-—JLE—JLTG)
s=1

Or en notant H; = {(xl, ..., Xp) € Hyf, x; = 0}, qui est une hypersurface affine
de A]’;q_l, on obtient que :

n
M—Mzamuﬁﬂmg

i=1

k=1

1<iy<-<ig<n

Or H; N H; est une hypersurface affine de AI’;‘Z, et de méme en intersectant
q
d’avantage, en réduisant le n — 2. On obtient ainsi par hypothese de récurrence

que
+oo " (_1)k+l
N; — N/
exp (Z MTs) = ( l_[ Z(HyN---N Hik/Fq;T))
s=1 5 k=1 \1<ij<--<ix<n
n
[1Z(H;/Fy;T)- 1 Z(HinH;j N Hy/Fg;T) -
=l i<j<k
H.Z(H,’ N Hj/Fq;T)
Z<]

est p-adiquement méromorphe. On a donc observé qu’il suffisait de montrer
la p-adique méromorphie de Z’(H /F;; T) pour pouvoir conclure, c’est ce que
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nous allons donc montrer maintenant.

Pour ce faire, fixons un entier s > 1 et g = p” pour r > 1. Considérons a € Fs et
T = 7,(a) son représentant multiplicatif dans C,. Etant donné une racine p-éme
de l'unité w, nous avons vu par le théoréme 3.51 qu'il existe ® un relevement
du caractere ¢ a une fonction de Cy, i.e.

O()O(t")--- Ot ) = @ Fe @

Or, par le lemme 3.54, en enlevant le terme xo = 0, on obtient 1'égalité

Z Tr]F s/F (xOu) _1 Si u e (Fqs )X
@ a8 vp = s 1 . 0
X()E(]Fqs )>< q B Stu =
En appliquant cette égalité a u = f(x1,x2,...,x,) ot f est le polyndme dé-
finissant Hy, et en sommant sur toutes les (x1,...,x,) € (F;s)”, on obtient

donc
Z a)TI']?qs /Fp (XOf(x1 ,,,,, Xn)) — Z a)TI']FqS /Bp (xof(x1 ..... xn))
(x1,..., x,,)e(]F:S n (X1,..,%n)EN}
XOE(Fqs )< er(Fq;)
+ a)TrFqs 18y (X0 f (X100, %Xn))
(1 00 EE AN

on(Fqs)x
=(3° = DN; +((¢° = 1)" = Ng)(=1)
- qSNS, _ (qs _ 1)1’1

Notons F(Xo, X1,...,Xn) = Xof(X1,..., Xn) € Cp[Xo, X1, ..., X;1] ot les co-
efficients de IF; ont été remplacés par leur représentants multiplicatifs dans C,.

N
En écrivant F(Xy, X1,..., X,) = 2, a;X%i, on obtient
i=1
P°Ni=(q°-1)" + Z a)TrFﬂs/F”(xof(xl'""x”))
S

(X],...,XM)EN;
X()E(Fqs )><

rs—1 rs—1

N
= (C]S _ 1)” + Z I_I@(aixwi)Q(a?xzuip) . ,@(af xWip )

xeNrt+l i=1
=1
=@ -1"+ ), GEGE"--- G
xEN"“
xq$_1=1

N , .
ou G(Xo, X1,...,Xyn) =11 @(a,-wa)@(anwfp) . -@(sz7 1X“’"”’ "). Comme les
i=1

a; sont des représentants multiplicatifs de Fys, ils sont en particulier dans D(1),

on en déduit donc par la proposition 3.52 que @(ai.‘ X®ir") € Ry, et comme cet
ensemble est stable par multiplication, on en déduit que G € Ry. Dés lors, en
utilisant la proposition 3.40 (formule de la trace de Dwork) appliqué a G, on en
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déduit que
qué — (qs _ 1)n + (qs _ 1)n+1 Tr(\yS)

On peut donc maintenant diviser par g° et appliquer le bindme de Newton
pour obtenir 1'égalité suivante :

n n+1
, n i s(n—i- n+1 i s(n—i
N{ = Z(; (1.)(—1) gl 4 Z(;( l. )(—1) g° ) Tr(W?)

Maintenant en utilisant la proposition 3.41, et en notant

+00 S
A(T) := det(1 — WT) = exp (— Z @TS)
s=1
On peut finalement conclure que
+00 N,
’ LT — Vs s
Z'(Hf/Fy;T) = exp (; =T )
00 : ') e o0 : (")
n + s(n—i-1) n+ + s(n—i) Tp(\Ps
— q S q r( ) S
_l,_[ exp(z . T) n exp(Z—s Tﬂ
i=0 s=1 i=0 s=1

- :n n+1 o
= l_[ [exp(— log(1 - qn—i—lT))](—l)'(f) . l_l [A(qn_iT)](—l)( )
i=0 i=0

=

oy M P—
[1 _ qn—i—lT] (_l)l(i) . l—[ [A(qn—iT)](_l)( i )
i=0

i=0

Chaque terme du produit est p-adiquement méromorphe, ce qui nous per-
met donc de conclure que la fonction zéta est elle-méme p-adiquement méro-
morphe.

3.3.6 Rationalité de la fonction zéta

Théoréme 3.56 (Dwork). Etant donné une hypersurface affine Hy sur un corps fini Fy, la
fonction zéta de H est un quotient de polynomes a coefficients dans Q.

Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme 3.9 de Borel-Dwork. On considére
ici K = Q et on va appliquer le théoréme a la fonction zéta. On considere la partie
finie P1(Q) = {pZ} de Spec(Z), et vérifions les hypothéses du théoreme :

i) Soit p1 un nombre premier différent de p, alors pour tout n > 0, comme les
coefficients de zéta sont entiers par le lemme 3.31, on a |a,[,, < 1.

ii) Iln’y a qu'une place infinie de Q, c’est la norme usuelle |.|, alors en considérant
Ry = # = p%”, par la remarque 3.33, on obtient que zéta définit une fonction

holomorphe donc méromorphe dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon
R;.

iii) Etantdonné pZ € P1(Q), nous avons vu que la fonction zéta définit une fonction
p-adiquement méromorphe donc en particulier sur un disque ouvert de centre
0 et de rayon R, > p°".
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iv) Le produit R=R, X R vérifie bien R > 1.

Ainsi par le théoréme 3.9 de Borel-Dwork, on obtient que la fonction zéta est une
fraction ractionnelle. L]

Corollaire 3.57. Etant donne H f une hypersurface projective sur un corps fini [y, la fonction
zéta Z(H 7/Bq;T) de Hy est un quotient de polyndmes a coefficients dans Q.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n le nombre d’indéterminées définis-
sant f.
n=0:Sif=a,alors H 7 est soit vide, soit réduit a un point. Onn a donc dés lors que
Z(H 7 /Ey; T) est rationnelle.
n > 1: Supposonsl’assertion vraie au rang 1 et montrons qu’elle persiste au rang n +1.
On considere ainsi f un polynéme en n indéterminées, homogene de degré d,
et on considere, f € K[Xj,...,X;] tel que pour tout [ug, u1,...,uy] € P,

fluo,ur, ... uy) = f(Z—é,,Z—g) . ug.Onpeutécrire:

Ay = {uo,- ., us) € P, o, .., 10,) = 0}
={[0,u1,...,un] €PL, f(O,u1,...,uy) =0}y U{[1,u,...,u,l eIP}é,f(l,ul,...,un)=0}
={[u1,..., uy] ePﬁ_l,f(O,ul,...,un):O}U{[l,ul,...,un] € Py, f(ui, ..., uy) =0}
:I:IJ;”P;_1 U{(x1,...,xn) €AY, f(x1,...,x,) =0}

:Hflll’jé_l UHf

On obtient ainsi que :
Z(Hf/Fq;T) = Z(Hf“pn—l U Hf/Fq;T)
K

= Z(Hfll?,”{l /Eq; T)Z(Hy [Fy; T)

Or, d’une part, on a Hy qui est une hypersurface affine, donc par le théo-

réme 3.56 de Dwork, on obtient que Z(Hy/Fj; T) est rationnelle. D’autre part,

par hypothése de récurrence, Z(H Font /Eq; T) est rationnelle. Ainsi Z (H 7 /Eq;T)
K

est rationnelle, ce qui achéve la récurrence.

3.4 Extension aux variétés affines/projectives

Définition 3.58. Soit K un corps et f1,..., fu € K[X1,...,X,] des polynémes. On
définit la variété affine définie par fi,..., fi,, dans A} comme étant ’ensemble sui-
vant :

Définition 3.59. Comme précédemment, étant donné Hy,, 7, une variété affine, on
définit
* Ng:= Hy,, ., (Fg)le nombre de points de Fys de Hy,. f,, -

,,,,,
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* La fonction zéta d’une variété affine comme étant :

+00
N
Z(Hf]//fm /PQ;T) = eXp (Z TSTS)

s=1

Proposition 3.60. Etant donné une variété affine sur un corps fini Fy, la fonction zéta de
Hy,,...,f, est une fraction rationnelle.

.....

Démonstration. Procédons par récurrence sur m le nombre de polyndomes définissant
la variété affine :

m =1: On est donc ramené a une hypersurface affine associée a f1. Or par le théo-
reme 3.56 de Dwork, la fonction zéta est une fraction rationnelle.

k < m —1: Supposons l'assertion vraie pour toute variété affine définie par au plus m — 1
polyndémes et vérifions qu’elle persiste pour les variétés affines définie par m
polynomes.

Etant donné Hy, s, une variété affine définie par m polyndmes, on sait tout
d’abord que :

Card (Lmj Hy, (Fqs)) =

M=

(—1)k+1( D Card(Hﬁl(IFqs)n«--an,,k(qu)))

i=1 k=1 1<iy<-<ip<m
m-1
=) (- 1)’<+1( Z Card(Hﬁ](Fqs)ﬂ-uﬂHﬁk(Fqs)))
k=1 I<ii<-<ig<m-1
+(=1)"*'Card(H,(Fgs) N -+ N Hy,, (Fgs))
m-—

- S ( Y, Cand(Hy (Fy) -0 Hy, <Fqs>))

k=1 1<iy < <ig<m—1

.....

Or, U H,(Fys) correspond a I'hypersurface affine Hy,, . r,. On peut donc écrire le

nombre de pointsde Hy,, . 7, comme étant le nombre de points d’hypersurfaces et de
variétés de dimension strictement inférieure a m. Alors par hypothese de récurrence,
et par le théoreme 3.56 de Dwork, on en déduit que la fonction zéta de Hy, . 7, s’écrit
comme produit de fonction zéta qui sont des fractions rationnelles. Plus précisément,

Z(Hf oo fo /Fq; T)(—l)WH-]
Z(Hfl ..... fnz /FQIT) = 1 — (- 1)m+k+2
m

kl:_ll ( [1 Z(Hy,,..f, [Fq;T)

1<iy<-<ip<m-1

Ainsi H Fiyerfr €St UNE fraction rationnelle. [

.....

Définition 3.61. Soit K un corps et f1, ., fm € K[Xo, Xy, "y Xn]~polyn6mes homo-
geénes. On définit la variété affine projective définie par fi,..., fi, dans Py comme
étant ’ensemble suivant :

m
Hﬂ,-~-,ﬁy1 = {[xo,xl,...,xn] GPIn(,Vl <i< m,ﬁ-(xo,...,xn) 20} = m |
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Définition 3.62. Comme précédemment, étant donné H Fi... f,, une variété projective,
on définit
+ Ns = ~f:1/~~/f~m (Fgs) le nombre de points de Fys de HH,...,f}I'

+ La fonction zéta d"une variété projective comme étant :

+00 .~
- N,
Z(Hﬁ,...,f,,, /Fq}T) = exp ( E ?T )

s=1

Proposition 3.63. Etant donné une variété projective sur un corps fini Fy, la fonction zéta
deHp  r estune fraction rationnelle.

Démonstration. On effectue la preuve par récurrence sur m le nombre de polyndmes
homogenes définissant la variété projective. C’est exactement la méme preuve que
pour les variétés affines mais en utilisant cette fois le corollaire 3.57 sur les hypersur-
faces projectives. ]
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